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Probleme de deux races
R. de Misés (Istanbul)

Voila un probleme qui se pose souvent dans la statistique générale ou
dans la statistique biologique, ou bien dans la science d’actuaires:

Un ensemble comprenant n individus est composé de deux classes,
an individus appartenant a3 une classe A et fn=n—oan a une classe B. Soit
z un caractere distinctif quelconque, disons par exemple la longueur d’un in-
dividu de I'ensemble. On suppose l'existence, pour chacune des deux classes,
d’une distribution des probabilités A (2) respectivement B(z). Notamment A (2)
signifie la probabilité, pour que le caractére distinctif d’un individu de la
classe A ne surpasse pas la valeur z. On demande: quelle est la probabilité
P(x) pour que, parmi les m individus présentant les plus grandes
valeurs de z dans 'ensemble, se trouvent x individus de la classe 4
et y=m—x de la classe B?

Il est évident qu'une telle question est sensée méme s’il n’y a pas moyen
a mesurer d’'une facon absolue les valeurs de z. Il suffit qu’on sache ran-
ger les individus d’apres les valeurs de z, de sorte que le cas 2, >z, est net-
tement distinct du cas 2z, <z,. Encore peut on appliquer les resultats si la
statistique ne donne qu’une séparation des individus en deux catégories, tel-
les que les valeurs de z dans la premiere catégorie sont superieures a ceux
de la deuxiéme. Par exemple on sera disposé a admettre que, parmi les phy-
siciens d’'un pays ceux qui sont titulaires du prix Nobel soient ,les plus
grands“. Alors, si les habitants de ce pays appartiennent 2 deux races diffé-
rentes 'une de l'autre, notre recherche y sera applicable.

En ce qui suit nous donnons tout d’abord (n® 1) I'expression générale
pour P(x) sous forme d'ung intégrale de Stieltjes (6) qui se raméne, en sup-
posant A (2) et B(z) continues, a une intégrale définie au sens ordinaire. Puis
(n® 2) nous en déduisons la formule (8), d’ailleurs trés simple et facile a com-
prendre, pour le cas présentant un iniérét spécial, olt les deux probabilites A
et B sont égales entre elles; I'étude détaillée de la distribution P(x) n’y pré-
sente aucune difficulté. Pour utiliser I'expression genérale (6) il faut passer
a la limite pour g infini, ce qui nous fournira des formules approchées, appli-
cables aux cas oilt n est un entier assez gramd. Correspondant aux deux fa-
cons classiques de passage 2 la limite, dues & Poisson et a Laplace, il y a
dans notre probléme aussi deux maniéres difféerentes & envisager les valeurs
infiniment grandes de 7. Nous traitons en premier lieu (n® 3) le cas ot m reste
fini, » tendant vers linfini, c’est-a-dire olt on ne considére qu'un nombre re-
streint de plus grandes valeurs de z dans un ensemble de trés grande éten-

due. Le deuxiéme cas (n® 4) est caractérisé par le fait que le rapport
&
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m:n reste fixe, de sorte que Pobjet d’observation est formé par une partie
considérable de P'ensemble total. Du point de vue de I'analyse mathématique
il s’agit dans tous les deux cas de certaines généralisations de procédés con-
nus d’intégration asymptotique.

On s’intéressera aussi pour le probléme inverse: étant données les va-
leurs de x et y, quelle est la probabilité qu’elles résultent d’une certaine
relation entre A (2) et B(2)? Nous donnons (n’ 5) quelques indications concer-
nant cette question, sans I'épuiser au fond. Enfin sont signalées (n® 6) deux
applications, 'une d’'une facon générale, 'autre en entrant dans le calcul dé-
taillé, exemple qui, par son sujet méme, prétera peut-étre un intérét spécial.

1. Mise en équation du probléme

Sont donnés deux collectifs primordiaux Ca et Cp, a une dimension !,
avec leurs distributions A (2) et B(2). On sait que les fonctions A (2) et B(z)
sont monotones, non-décroissantes et que

A(—oc0)=B(—0c0) =0, A(co)=B(c0)=1. (1)

Nous supposons de plus qu’elles soient continues, de sorte que des probabi-
lités ,concentrées“ restent exclues. Les deux équations

x=A(z) et y=B(2)

définissent une courbe & ordonnées non-décroissantes, menant du point x=
=—y=0 au point x=y=1. On peut donc considérer B comme une fonc-
tion monotone de A, en précisant d’'une maniére convenable les valeurs
de B dans les points oit A (z2) reste constant. En tout cas B(A) est intégrable
et l'intégrale ne dépend pas des valeurs arbitraires, attribuées a B dans les
points dont nous venons de parler.

Des deux collectifs donnés Ca4 et Cp on passe par ,composition®
a un collectif C a n dimensions. Un élément de C est composé de a==an
éléments de C4 et de b=Brn=n—a éléments de Cp, son caractére distinctif
se compose de a valeurs z,, 2y, ..., g, et de b valeurs 2,", 2/, ..., 2,'". La
distribution dans C est donnée par la régle bienconnue de multiplication
des probabilités. Soient 7., 7, des intervalles quelconques (a une dimen-
sion) et A,A respectivement A8 les probabilités correspondant & ces inter-

valles dans Ca respectivement Cp, alors le produit
MA-AA L. AAAMNB-AB ... AB @)

détermine la probabilité dans C, pour que 2z, tombe dans 7, et 2" dans 7,
(k=1,2, ... ,a, A=1,2, ..., b).

Par sommation (intégration d’apres Stieltjes) des expressions (2) on trou-
ve la probabilite pour un domaine quelconque de I'espace caractéristique de C.
Lintégrale existe surtout pour des domaines dont le contour n’est formé que

1 Je me sers ici et dans ce qui suit de ceitaines expressionsintroduites dans mon ,Cours
des probabilités« (1931) et dans mes mémoires antérieurs; mais le lecteur, familiarisé avec les
éléments de la theéorie classique, ne trouvera pas des difficultés, méme sans recourir a ces
sources.
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par de hyperplans, c’est-a-dire par d’ensembles de points, définis par un
nombre quelconque d’équations linéaires. On déduit immédiatement de (2) que
Ja probabilite s’annulle pour chaque ensemble situé sur un hyperplan méme.
Il en suit qu'on puisse supprimer de prime abord tous les points,
pour lesquels deux ou plusieurs coordonnées sont égales entre elles.

Soit donc z,, 2" un systeme de n valeurs différentes Pune de V'autre.
Pour un tel systéme on peut toujours discerner s’il jouisse ou non de la pro-
priété suivante: parmi les m plus grandes valeurs (m=<a, m<<¥b) se trouvent
x valeurs de la premiére catégorie (des z,') et m—x=y valeurs de la deu-
xieme (des z,'"). 1’ensemble des points satisfaisant a cette condition consti-
tue le domaine £, La probabilité cherchée P(x) est 'intégrale
de Stieltjes de I'expression (2), étendue au domaine E.

On peut décomposer £ en deux parties E, et E, oit E, est caractérisé
par le fait que la plus petite parmi les m plus grandes valeurs appartient
aux z,, tandis que dans E, la plus petite des m valeurs envisagées est un 2",
Cherchons maintenant a evaluer lintégrale de (2) pour le domaine Ej, qui,
d’ailleurs, n’est limite que de hyperplans de la forme z,’ =2, ou z,’=2z;" etc.

Pour chaque point de 'ensemble £, il existe un intervalle z2<2'<<z-+ %
(>>0) qui joue le rdle suivant: 1) une seule valeur des 2’ appartient a 'in-
tervalle, 2) pour (x— 1) valeurs de la premiére catégorie on a 2’ >z-#% et
pour (@ —x) de ces valeurs 2'=<<z, 3) pour y valeurs de la deuxiéme caté-
gorie on a l'inégalité 2" >z 4% et pour les autres (b-—y) inégalité 2'' < z.
La probabilité pour qu’une telle répartition des n valeurs soit réalisée par un
certain arrangement de coordonnees, par exemple par

2z <<z+h 25 >2+h 2 >z+h ..., 2 >z4+0 2.,<2 ... elc,
est d’aprés (2) égale a
[A@™ -0 -1 =A@+ [BEI"[1 —B@EP, 3)

olt AA signifie A(z-4h)— A(2). Le nombre total des différents arrangements
réalisant la méme répartition des a-}+ b=rn valeurs se trouve d’aprés les rég-
les de I'analyse combina.oire égal a

! bl b\
EAT G G e = (i) (y)‘ ()

Désignons par Q,(2) le produit des deux expressions (3) et (4). La som-
me infinie Q,(2)+Q,z—h)+Q,(z-+h) + Quz+28)+ Qr(z—2k)+ ...
represente la probabilité correspondant 4 une certaine partie de E;, mais elle
n’épuise pas tout lUensemble E,, puisque les points z,, 2z," mis en compte
sont soumis & la restriction suivante: la plus petite des m plus grandes va-
leurs parmi les 2z, 2" est ,isolée“, de sorte qu'un intervalle de I'étendue £
autour d’elle reste libre de toute autre valeur. On se débarasse de cette re-
striction, étrangére a la définition de E,, en diminuant % vers zéro, ou en pas-
sant & la limite 2=0 dans la somme envisagée. Cette limite est, par défini-
tion, P'intégrale de Stieltjes, étendue de z=-—o0c0 a z=o0:

fx (i) /z) A1 —A@][B (z)}bw [1 B(| 2 dA (2). (5)
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Comme il était déja établi que B est une fonction intégrable de A, on peut
considérer (5) comme une intégrale définie avec la variable d’intégration A,
étendue a Pintervalle de A=0 a A=1.

La deuxiéme partie E, de E livrant la méme expression avec la substi-
tution B pour A, b pour a et y pour x et vice-versa on a finalement

P =(}) (i’,)[xf A“*(1— Ay B (1 — By dA-+

Ly § A%~ (1 — A*) BV (1 — B)’ 1 dB]. (6)

On y voit que P(x), les a, b, x, y donnés, ne dépend que de la relation entre A
et B; la probabilite P(x) ne change pas, si I'on transforme la variable indé-
pendante z de la facon z=o0v(2) olt v est une fonction monotone, croissante
et continue. La formule (6) renferme la solution générale du
probléeme.

2. Cas de deux distributions égales A=2B

L’équation (6) se simplifie foncierement au cas que les deux distribu-
tions A(z) respectivement B(z) dans les collectifs initiaux sont égales entre
elles. Les deux intégrales au deuxieme membre de (6) ne different pas I'une de
lautre et, puisque a-+b=n, x-+ y=m, il vient:

- ( a b ! nm m—1 (i) <§]/ >
Pey=(%) (5)m '5 AP (1] — Ay dA = ﬁ@* (7)
ou, en prenant y=m—x, |

P(x) . m!(n— m)! al b . (8)

nx! (@ — x) (m — x) (& — m -+ x)!

Le numérateur au dernier membre de (7) est le coefficient de #"u* dans
le développement du produit

(1 —+tw)* (14 t)".

Il en suit que la ,fonction génératrice“ de la distribution P(x) est
donnée par

P)= Y Pu =" Gn (L taf (L8], ©)

En introduisant z=1 on en déduit facilement que la somme des P(x) est
égale a I'unité, cette somme, celle de (9) et les suivantes, étant étendue aux
valeurs de x=0 a4 x=m. La premiere dérivée de (9) nous donne

Vi Pt =a " Z0 (e (1 i) (L0 (10)

‘c

et, en introduisant # =1, on trouve pour la valeur moyenne ou l'espé-
rance mathématique de x:

EAP()C)“_(Z mym!(n_l\)::@:am. (11)

m—1 7
A"
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Par conséquent, la valeur moyenne de y=m —x est
m — am = Bm.

1l n’y a rien d’étonnant dans ces résultats: si 'on suppose les deux probabi-
lités initiales A et B égales entre elles, il faut attendre qu'en moyen, les
nombres x et y des individus des deux classes, parmi les m individus aux
plus grandes valeurs de z, soient en proportion «:8, proportion des étendues
mémes des deux classes dans 'ensemble total.

La deuxiéme dérivée de (9) ou la premiére de (10), pour u=1, méne a

Ex(x—ml)P(x)zza(a——-1)(”;!m)!m!<’z:§>=a(a )”’(’” 11)) (12)

X

De (12) on déduit par des simples calculs la déviation ou I'écar
quadratique de la distribution (7):

2 (x — am)? P(x) = abm(n—m) __ aﬁm —m (13)

n*(n—1) n—1"~
On peut, d’ailleurs, etudier le cours de la fonction P(x) en partant du
quotient, déduit de (8):

Px+1) _a—x m—"x
Px) ~— x+1b—mt+x+41° (14)

En égalant le numérateur et le dénominateur on y voit que P(x) est supé-
tieur a P(x— 1) autant que

(m+1)(a—+1
x < ,H_(‘; ) —x,. (15)
Donc, P(x) est croissant de x=0 jusqu’a x=[x,], puis décroissant. Pour x
entier les valeurs P(x)) et P(x,—1) sont égales entre elles et supérieures,

a toutes autres. On éprouve facilement que sous les conditions données
ms=a, m=<>

Xy —1<<mo=am<x,. (16)

)]

1l en suit que la valeur moyenne am, si elle est un nombre entier, est en
méme temps la valeur la plus probable; dans l'autre cas le ma-
ximum de la probabilité est atteint au moins pour 'un des deux nom-
bres entiers voisins de am.

Passons maintenant a la limite pour #» infini. Nous envisagerons deux
sortes de limites: 1) en fixant m, x, y pendant que n tend vers co, 2) en
augmentant m, x, y en proportion avec n. En tout cas «, $ sont des valeurs
fixes.

Au premier cas, partant de (8), on tombe sur

lim P (%) =

m! a*pm—* <m
n—co

Wil (m— x)! x> B (17)

Voila une distribution, dite de Bernoulli, aux probabilités élémentaires «, f. La
probabilité en question P(x) est donc, pour des n assez grands, la méme que
la probabilité du fait que, dans une suite de m épreuves répétées, I'événement,
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dont la probabilité est «, se produit x fois. La valeur moyenne de (17) est am,
Pécart quadratique afm.
Pour le deuxiéme cas écrivons

x=tn, y=mun, m=pn=>E+)n, (18)

olt v est une constante donnée et £ = sont des variables. En passant a » in-
fini, nous écrivons

u
E——“i‘&‘f“ﬁ, n=fp— V” (19)
et considérons u comme borné. Utilisant la formule de Stirling on trouve
u2
— — 1 ——
imVnPlam-t+uy n)=-——-—--——p¢e 2Whpl—p 20
n—>mV (am Y/ ) Y/ 2maBp. (1 — ) (20)

Nous supprimons ic1 la déduction complete de (20) puisqu’elle sera donnée
ci-dessous sous des conditions plus générales. La distribution gaussienne (20),
pour x comme variable indépendante, a la valeur moyenne am et I'écart qua-
dratique «Bp (1—p)n, ce qui est en concordance avec (13). Toutefois il faut
signaler que le coefficient de #? dans (20) n’est pas celui qui corresponderait
au cas de m répétitions d’'une épreuve aux probabililies élémentaires «, B.

3. Cas général A = B. Limite pour n infini, m fini

Dans le cas général oili les deux probabilités initiales A et B sont diffé
rentes 'une de Pautre, on parvient & des formules utilisables si 'on prétend
que le nombre d’individus est assez grand, les rapports a:n=a et b:n=_3
restant constants. Comme il était déja signalé tout a I'heure, il y faut distin-
guer deux problémes différents selon la grandeur de m. Si T'on n’envisage,
dans un ensemble assez étendu, qu'un nombre restreint de quelques individus,
dont la valeur du caractére distinctif est extréme, il faut regarder x, v et m
comme nombres restant finis, pendant que 7 tend vers l'infini. Au contraire,
si 'objet d’observation est formé par une partie considerable de P'ensemble
total, on regardera les rapports m: 7, x:n etc. comme restant finis, n tendant
vers l'infini. Nous verrons que, pour chacun des deux cas, des différentes pro-
priétés des distributions A (z), B(2) joueront le role decisif.

Pour le premier probléme, m fini, nous supposons que la fonction B(A),
signalée ci-dessus, soit continue et dérivable au point A=1, B=1,
et qu’1l soit de méme pour A(B). En autres termes, si A signifie une con-
stante positive et n(A4) une fonction s’annulant pour A==1 et continue pour
des valeurs assez petites de 1 — A:

1—B . 1—B
T =M1+ (4)], Ef} == (21)
On en déduit immédiatement
. In(AoBB I A — InB
2}3‘“1(*,4)— 2A aim T2 BB om0 (2

Posons a--BA=r et des1gnons par p(A) une fonction jouissant de mémes
propriétés que v (4); on obtient

1) — — 14 p(A)). (23)
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Nous allons démontrer que la premiere intégrale dans 'expression (6)
I1= f A% By (1 — Ay (1 — BY dA4, (24)
0
oit a, B, x, y restent constants, pendant que n tend vers linfini, satisfait
aléquation asymptotique
limn™ = (m—1lr"’, m=x-+y. (25)

Soit A, une valeur quelconque <1 et /; Vintégrale (24) étendue de O

a A,. Pour le reste nous remplacons A par une nouvelle variable ¢, moyen-
nant

t=nr(l—A4), t,=nr(1—A4,) (26)

de sorte que l'intégrale se fransforme en

1 t

| (B3 (1— Ay (1—BY - A B dA = (nr)™V f fat @

Ay 4]
ot d’apres (21) et (23)
_ _ - ¢ A1+
fey=e-ttsn gt (a1 — |71 - 2EER ] (28)

Soit

o (=7 () — e t™ (29)
et citons la formule connue

j et dt = (m —1)! (30)

0

Pour une valeur intermédiaire #,<# quelconque on a

to 4
W (" =07 ("l - [ @O de+ [ 7o) dt=2 ey, +
0 to

oo co

f() tl
+ | eyt | et an - f f@®dt— [ etmtat (31)
0 ' A %
d®oit on déduit, en utilisant (30):

0 L — (i — 1) (<3t - [ 1 @)+
0

i o
+{ rat—+ [ ettrar. 32
frows] .

Une borne supérieure du premier terme au deuxiéme membre se trouve
sous la forme:

A
(nA)" Iy < (n)" | A, dA < () A, (33)

~
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Cette expression s’annule, n augmentant infiniment, pour chaque valeur
A;<1. Disposons maintenant de A; de la maniére suivante. Soit £, une

valeur positive aussi grande qu’on veut et A1<—;~ tel que pour A > A4,

M) < g <1, [p()| <5z <y, BA>7. (34)

Un tel choix de A; est toujours possible a raison des propriétés supposées
des fonctions 7 (4), p(A) et B(A). Les A, et £, donnés, on cherche un n, te

que pour 7 _>n,
A1)g 1
ti=nr(1—A)>1,, “FT)<?O. (35)

Utilisant le fait que, pour une fonction dérivable F(x) et des valeurs
assez petites de |#]|, on a toujours

| Fle4+m)—F(x)|<2[hF (x)] (36)

on déduit de (29) et (28) (en regardant ¢ comme fonction de A, pouy

donné)
\

+y| 2L, (37)

£
nr

e O] <2et ot |4y ||+ x
donc pour £<¢, suivant (34) et (35):

timq 1 (1 1 1 o
PO <2e " i gy Fa by <p et (38)

et en intégrant:

<@

dt< < f etpnigp—=cm =1t (39)
Q

Donc, on peut diminuer le deuxieme terme de (32) autant qu’on veut, en
augmentant 7, .
Pour le troisieme terme constatons, qu’a raison de |[iq|<1, |p|<C

<—;—~, A>—%—, B>%~ dans tout l'intervalle de 0 a ¢, il suit de (28):

tl tl t (o o] t
— 5 I\y(1\=%[1\— m 1 — = m

j‘fdt<fe 2tm—1(1+T) () (‘2‘) Yat< 2 <1+T)yje 2 #m-1 it (40)

to to to
Comme Yintégrale au dernier membre est convergente, sa valeur diminue vers
zéro, si ¢, augmente. Il est de méme pour le quatriéme terme de (32). Alors
I’équation (25) est établie.

La deuxiéme intégrale dans (6) ne differe de la premiére que par I'échange
de A en B, de x en y et de a en 8. Il faut donc remplacer A par % et r=
=a 4Bk par B4-Ata==rr"1. Dong, il suit de (25)

lim p"fp=(m — ) r"\N" A *=(m — D) r"" k7= lim n"/,. (41)

n—-ow 7> 00

Or, on a d’aprés (6):

lim P(x)= lim (“j) @j) (el s - ylg) = },ﬁyﬁ lim a™ (xla - yls),

71— 00
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et enfin en utilisant (25) et (41), puisque x-+y=m

a*py —myy (M) e* (M)
__ﬁ m! B s A
JLrEOP(x) S (r) @™ (42)
Il est facile d’interpréter ce résultat, en le comparant avec (17), le résultat
spécial pour le cas A=B. Les grandeurs ¢, § sont maintenant remplacées par
a:(a-BR) et BA:(a—Br). Le nmombre A, défini par (21), peut étre considéré
comme le rapport des probabilités intitiales ,des plus grandes
valeurs z“ dans les deux classes A et B. La probabilité cherchée P(x) cor-
respond a celle d’épreuves m fois répétées dans [Palternative de deux événe-
ments, dont les probabilités élémentaires sont en rapport « a Bh. La seule
modification apportée au résultat special (17) consiste dans I’échange du rap-
port a: B (rapport des étendues des deux classes) par le rapport
¢ \B= hm [.(1—~A):B(1~B)] (43)
A1,
dans lequel interviennent les probabilités initiales ,des plus grandes valeurs z¢
dans les deux classes.

4. Cas général A 4= B. Limite pour n infini, p =m:n fini
Soit maintenant
m=upn, x==kn, y=n, p==Et-+tm. (44)

Nous cherchons la limite de P(x) pour n infini quand p reste constant, ¢ et
v restant bornés. Désignons par P4 (x) la premiére partie de I'expression (6)
pour P(x), c’est-a-dire:

P =(5) () [0 —apBa—Be .

D’aprés la formule bien connue de Stirling il suit de (45):

1
_ 1 %3 — n dA |
JLITLV”PA()C) QTCnILOOVE(a——-E“Q(ﬁ Vnaff (A’E)l—A’ (46)
ol ’
0A & a(l—A)\E7 8B \B1/8(1 — B)\n
N e A = T

Ici le deuxieme membre de (46) définit une fonction continue de & dont les
valeurs pour les valeurs entiéres de n§ coincident avec la limite de
V n Pa(nh).

Remarquons tout d’abord qu’il existe toujours une et une seule valeur
de A respectivement B, pour laquelle chacun des quatre quotients dans (47)
prend la valeur 1. En effet I'équation

p=1—aA(z)—B8B(2), 0<p], (48)

ot le second membre est une fonction décroissante de 1 a 0, posséde au
moins une solution z,. Il y en a plus qu'une (une infinite de solutions) si
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@A -8B reste constant a 'environ de z,. Mais, comme A (2), B(z) sont mono-
tones, a et B— positifs, «A BB ne peut rester constant que si A(2) et B(2)
sont constants tous les deux. Dongc, il n’existe qu'une seule valeur A, et une
seule valeur B, satisfaisant a I’équation (48).

Les valeurs

Gy=0a(l—A4,),
:V(l _—BO)J
G+ny=1—0ad,—pB,=0p (49)

rendent chacun des quatre quotients au deuxiéme membre de (47) égal a 'unité,
Nous supposerons dans ce qui suit que la fonction B(A) posséde une déri-
vée B, finie et différente de zéro au point A=A4,.

Or, pour évaluer la limite (46) nous nous appuyerons sur le théoréme
suivant, légére généralisation d’un théoreme que jai établi en 1919 2 Soit
f(A, £) une fonction intégrable (relative a A) dans A, <A< A4, et § <E<4,,
jouissant des propriétés suivantes:

a) pour A=2A4,, E=¢, il est

o of . F *f O )

f=1 o =w=0 m=—L<0, yoz=—M F=—N .
LN — M" (50)
IN=M e~ 0,

b) les dérivées du troisieme ordre sont bornées au voisinage du point
A=A, t=%;

c) partout, sauf le point A, §, on a |f|<1. Soit de plus ¢ (£ A) une
fonction continue au point A,, £, et telle [que f* est borné pour un entier
k™>0; il suit alors, si A,<A,<A4,,

nlingol/nff"@ Wt ) o (4 st S Jaa=ea, DYV EST 6

oit la convergence est uniforme dans chaque intervalle fini de u.
Pour les détails de la démonstration je renvoie 4 mes publications précé-

dentes et je ne donne ici que les traits principaux du calcul. Le théoréme de
Taylor nous fournit pour le logarithme naturel de f la formule:

Inf=— 5 [L(A— A +2M(A— Ay) E—E)+ N(E—E)2] +
-+ termes de 3-&éme degrés. (52)

Les conditions a) y sont déja prises en considération, la condition b) nous
permet, en introduisant ¢ et z par les formules

A——Ao-—=~,;/‘7, —f ==, (53)

d’en tirer la conséquence

lim In (A b e bk )z——%(Lt‘l—{—2Mtu+Nu‘2). (54)

- 00O

2 Voir mon mémoire ,Fundamentalsitze der Wahrscheinlichkeitsrechnung®, inséré au ,Mathe-
matische Zeitschrift®, t. 4, (1919), p. 1—96, surtout § 1 et 2; plus tard: ,Vorlesungen aus dem
Gebiete der angewandten*Mathematik®, T. 1. ,Wahrscheinlichkeitsrechnung*, Leipzig und Wien,
1931, § 8.
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La convergence est uniforme dans chaque intervalle fini de ¢ et u. Mais la
condition c¢) et les propriétés supposées de ¢ rendent possible d’étendre
Pendroit oit (54) subsiste, de sorte que lintégration de u=-—co a3 =00 est
permise. Les détails de cette déduction sont analogues a ceux du paragraphe
précédent. On a donc

A2 | oo 1 . .
lim V‘;ij'fnq) dA=4 (A, Eo)j. 7 M N
71— 00 A .
9 __lhzuz
—VEva,, e 2" (55)

Dans notre cas spécial la fonction f (A4, &) est définie par (47). Les déri-
vées du premier ordre sont:

‘%:[QZE o 1-54 TLB'(BEZ]“ ijﬂf’

O 1—A B a—& 9

\
¢ (56)
)

Les deux expressions s’annulent si & et v prennent les valeurs &, n, et 4, B
les valeurs 4,, B,, indiquées en (49). Les trois dérivées du deuxiédme ordre au
point A=2A4,, £=¢, se trouvent:
3 3 2 2
[—__ % 1 pgnr_ B __® _p_ B
& (0 —§&) —{_ 0 ")o(@:“%) ’ M G (a—E&) BO Mo (B—) ’

_a g
N=¢ o Toe=m" (57)

d’ott on déduit facilement:

o LN—M:_ of (o4 85, =3
he = L Tty B—g) + BB, (e — &) ( )

Les conditions a) et b) sont donc remplies; pour ¢) remarquons que le produit
des deux premiers factegrs de (47) reste au-dessous de l'unité si é=Fa (1 —A)
et le produit de deux autres si 4 =F3(1 —B).
La fonction ¢ (A4, £) est donnée par
@

1 EV o 1
Y(A, §) = : 59)
) = Vee—gng—n 14 (

On voit bien qu’elle remplit les conditions du théoréme, puisque f*¢ est borné
pour £ >¢"1, la fonction f comprenant le facteur (1 —A). Nous avons donc,
en remplagant &:(1—A4,) par a

«V/af ! — e

im Vor Pathy V)= o e ¢ 0 0

La deuxiéme partie Pp de V'expression (6) ne differe de la premiére que
par 'échange de A et B etc. On voit bien que c¢a revient a remplacer dA
dans l'intégrale (55) par B,'dA et le premier facteur o dans (60) par B. Il faut
donc finalement, pour Pexpression P(x), remplacer le coefficient a de (60) par
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e 4-BB,’. La comparaison avec (57) et (58) nous fournit le résultat dé-
finitif:
h — 1~h2u?

lim V' n P(nk, -V nu)= e 2, (61)

11> 00 V?—E
la ,précision“ 2 étant donnée par (58). La convergence est uniforme
dans tout lintervalle infini de u. Le résultat est a préciser en ce sens, que
P(x) dans (61) signifie une fonction d’une variable indépendante continue,
fonction qui, pour des valeurs entiéres de x, coincide avec la probabilité cher-
chée P(x). Pour I'application pratique on déduit de (61) comme formule appro-
chée, valable pour des grandes valeurs de n:

h __lﬁ“)(im,’gﬁ
PxX)y~~ ———e ? & .
() e (62)
Au cas A=2B, ot By’ =1, la derniére équation (49) donne p=1—A4,
d’oit on déduit § = ap, n,=_Fp de sorte qu’on revient au résultat (20).

5. Le probléme inverse

Pour pouvoir faire I'analyse d’un ensemble d’observations données, con-
cernant un cas spécial d’une statistique de deux races, il faut encore examiner
le probleme ,inverse“. Il s’agit, d’'une facon générale, de la question: étant
données les valeurs de x et y, quelle est la probabilité pour que ces valeurs
résultent d’une certaine relation entre les distributions A et B? Cette question
est analogue au probléme bien connu dit de Beyes, probleme inverse a celui
de Bernoulli. Nous y allons jeter un coup d’ceil rapide.

Supposons qu’il s’agit du premier cas asymptotique, oit n tend vers l'infini,
tandis que m, x, y restent finis. Nous savons déja qu’en ce cas les distributions
A (2) et B(z) n’entrent dans le résultat que par le rapport

. B—1
A= lim
A—1 A—1

qui donc est la seule valeur exercant une influence sur P (x). Pour fixer les idées
admettons maintenant que la relation entre A et B soit d'une forme simple
donnée par exemple par les équations

1—B=\(1—A) pour A+ B=1, }

B=+A , A-+B=<1. (63)

Ces équations définissent une fonction continue croissante 5(A), représentee
par deux lignes droites, se rencontrant sur la droite A +B=1 et symetriques
a cette derniere. L’expression donnée en (6) pour P(x) est rendue par (63),
fonction univoque de 1, fonction que nous allons signifier par Q(}). Soit
maintenant ¢ (}) dx la probabilité ,a priori pour que la valeur de » tombe
dans un certain intervalle X, A+~ d); on aura pour la probabilité ,a posteriori:

p (W) =const-g(}) Q), (64)
oii la constante se détermine moyennant la condition

fmumzL (65)
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Une difficulté s’éleve a I'égard de ¢ (2). Evidemment il n’'y a pas de raison
d’admettre ¢ (A)=const, puisqu’on poutrait remplacer A par 1:k et, aprés ce
changement, demander a juste titre que la distribution des probabilités sur
Paxe des valeurs 1:} soit encore uniforme,— ce qui serait incompatible avec
. ¢ )) =const. Une hypotheése plus raisonnable se présente si 'on regarde I'angle
méme (au lien de sa tangente) forme par la droite 1 —B=»xi(1 —A) et axe
des abscisses comme la variable a distribution uniforme des probabilités
a priori, ce qui revient a g(3)==const:(1-4-1%). On pourrait, en adoptant cette
hypothése, évaluer p(X) a I'aide de (63), toujours avec Q(})=P(x), soit qu’on
se sert de I'expression compléte (6) ou de I'approximation asymptotique (42)
pour P(x). Mais, en tout cas, on ne peut pas attacher trop d’importance a une
solution d’un probléme inverse autant que le résultat dépend d’une
facon décisive du choix, arbitraire a2 une certaine mesure,
de la probabilité a priori.

La théorie du probleme de Beyes nous démonire que linfluence de la
probabilité a priori s’évanouit peu a peu si le nombre des cas envisagés aug-
mente ?, Il en suit que, dans la question actuelle, pour une valeur trop petite
de m les conclusions concernant la probabilité a posteriori de » ne seront pas
assez exactes, tandis qu'on arrivera, pour n assez grand, a un résultat 1égi-
time, en supposant n’importe quelle loi des probabilités a priori.
Substituons donc pour A une nouvelle variable 2z, définie par

z::;%@—, 1—-—.z:m_,.f€;&18 (66)
et admettons que ¢ (A) soit donnée par
q (\) dh = const - dz. (67)
De cette facon on déduit de (64) moyennant (42)
p(N)dh=const-z*(1 —2)" " dz (68)
et d’aprés (65), utilisant une formule d’intégration bien comnue
pR)dh=(m+1)(")z" (1 —2)"" dz. (69)

Cette formule nous permet de déterminer la probabilité pour que A tombe dans
des certaines limites A;, A,. .,
La valeur moyenne et la déviation de la distribution (69), si I'on regarde
z comme la variable indépendante, sont respectivement:
§
x+1 x4+Hm—x+1) 70
mt 1 S wh rm ) (70)
L’inégalité bien connue de Tchebycheff nous fournit donc le résultat:
Il y a une probabilité superieure a

1___(x+1)(m——x—1—1)iq (71)
(m-2p(m+3) €
s L’indépendance du résultat, dans le probléeme de Beyes, de la prorbabilité ,a priori* pour
un nombre assez grand déépreuves eétait établie dans mon mémoire cité de 1919, § 9, et plus
tard dans mon ,Cour-“ de 1931, § 6. Voir aussi V. Romanovsky, ,Giornale dell'lnstituto
Italiano degli Attuari®, Anno 11, n. 4, ottobre 1931.
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pour que z tombe dans les limites

x+1 x+1
0 et St (72)

Ce résultat, bien qu’il est basé sur I’hypothése (67), en devient de plus
en plus indépendant, si m augmente.

N’insistant pas sur une etude, d’ailleurs analogue, du deuxiéme cas asymp-
totique qui etait traité en n® 4, nous passons a quelques applications.

6. Applications

Prenons d’abord le cas, oil les deux distributions données sont des gaus-
siennes:
A@R)=2(2), B(x)=2[k(z—a)],

olt @ signifie, comme d’habitude,

z

® (2) = 1/1';-( f e~ dx.

—Q0

Ici les conditions supposées sont remplies et, par élimination de 2z, on trouve
B comme fonction continue, monotone croissante et différentiable de A. Pour
A tendant vers 'unité on a

. B—1 . daB .
f— = . — k2 (z2— )8 —22
A=1lim ; 1—-hm 1A = lim ke—*(—a)—z*

Z—> 00

On voit donc que
h=oc0 pour >1 ou k=1 et a >0,
A=0 , k<1 , k=1, a<0.
Or, il suit des résultats du n® 3:

Si le caractere distinctif dans chacune de deux classes, différente I'une
de l'autre, obeit a une loi de Gauss, et si, pour # trés grand, on ne considere
qu'un nombre restreint des plus grandes valeurs z, il sera presque sir
que seulement les individus d’une seule des deux classes
figurent parmi les valeurs considérées.

Passons 4 un autre exemple., Dans un pays d’Europe, dont le nombre
d’habitants est d’environ 65 - 10% la population se compose de deux races aux
chiffres relatifs «=0,009, 8=0,991. Un tout petit nombre de ces habitants
s’occupent des recherches scientifiques dans les domaines de la physique et de
la chimie. Une échelle absolue pour mesurer la capacité scientifique (la valeur 2)
d’'un physicien ou d'un chimiste n’existe pas. Toutefois on pourra admettre
que les titulaires du prix Nobel constituent un ensemble des plus grandes
valeurs du caractere distinctif 2. La liste des titulaires des années 1901 a 1933
comprend 27 noms originaires du dit pays, parmi lesquels 5 appartenant a la
classe A, de sorte quon a m=27, x=5, y=22. Confrontons d’abord ces
chiffres avec la formule (18) en admettant n=oco et supposant que les deux

distributions des probabilités A et B soient égales entre elles. On
trouve

P(5)= (257 ) 0,009% - 0,991% — 0,00000391.
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.Comme il y a 28 valeurs possibles de x, cette probabilité¢ est a peu prés dix
mille fois inférieure a la probabilitt moyenne. La probabilité pour que
le nombre x soit supérieur a zéro est

1—P(27)=1—0,991*" =0,2166.

La probabilité pour que x soit supérieur a l'unité est au-dessous de 0,03,
d’ailleurs la probabilité d’une valeur de x inférieure & 5 ne differe de l'unité
que de 107% prés. I suit de tout ¢a que —sous la condition de A et B éga-
les—le résultat x=5 qui s’est produit dans [Pexpérience, serait d’une
probabilité extrémement petite.

On s’en peut douter si ,le plus grand physicien“ se trouve ou non parmi
les noms appartenant a la premitre des deux classes. Annotons, en tout cas,
que la probabilitt du premier fait—1I'égalitt A=B supposée — serait d’apres
(17) ou (7), avec m=1, x=1:

P, (1) = a = 0,009.

D’autre part, en rejetant 'hypothése A=25, nous parviendrons a
des probabilités bien plus raisonnables pour le fait observé x=35, y=22.
Admettons d’abord que X satisfasse & I’équation

e M=x:y=5:22, 1=004=g.

Cest donc I'hypothése que la probabilitt d’un trés grand talent en physique
ou chimie est appréciée 25 fois plus grande pour ua individu de la classe A

que pour un tel de la classe B. Sous cette condition on a d’apres (42) avec
a=0,009, A\3=0,0396: -

P (5)=(5 ) 0,009 - 0,0396% - 0,048677 = 0,194,

Cette valeur est environ 5,5 fois plus grande que la probabilité moyenne 1:28.
Le résultat x=>5 constitue, maintenant, le cas le plus probable. La probabilite
pour que x reste dans les limites 3 a4 7 se trouve, avec A=0,04, égale a 0,79.
Il est donc évident que I"hypothése A=0,04d méne a des chif-
fres conformes aux observations.

Enfin, on peut se servir des formules établies dans n® 5 pour le pro-
bleme inverse. Le nombre m =27 est assez grand pour en justifier 'usage. La

moyenne et la déviation de la distribution (69) se déterminent d’apres (70)
comme il suit:

x+1 6

Y (x+1)(m—x-4+1)  6:23
T =05 = 0214,

(m 22 (m+3) — 29°-30

= 0,000547.
La transformation (66) s’écrit:

_"‘;1_,2__ 9 1—z

a
fEYIw YT e T s

Donc, a la valeur moyenne z,=0,214 correspond la valeur »,==0,33. Prenons
maintenant ¢&=0,06, nous aurons
k]
21220-—*—220,154, 22220+E=0,274

MaTtemaTuueckia coopunk, 1. 41, N, 3. 2
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et les valeurs correspondantes de 1:A seront:

1
}\1

=20,1, =415,
2

tandis que (71) nous donne

0,000547 .
—006F 1—0,152 =0,848.

1 —
Alors il y a une probabilité d’a peu preés 85%, pour le fait que, parmi
les individus de la classe A, la probabilité d’'un talent éminent en physique ou
chimie soit au moins 20 fois et au plus 42 fois plus grande
gue dans la classe B.

-

(Mocrymuno B penaxkumio 20/V 1934 r.)

[lpo6aema aByx pac
P. Musec (Cramb6ya)

Hnxecanenyromas 3aaya 4acToO BCTPEYAETCS B MAaTEMaTHYECKOH CTaTHCTHKE
¥ ee NPU/IOKEeHHAX K OHOJOTHU U CTPaxOBOMY JeJy.

Jlana COBOKYNHOCTb M3 7 HHIWBHJOB, pacnpene/siollXCs Ha JIBa Kjacca
A n B rak, uTO @n W3 HUX NpHUHAJJIeRAT Kjaaccy A, frn—xkaaccy B. [Iycrs 2 —
HEKOTODHI KOJMYECTBEHHBIH NPH3HAK 3J€MEHTA COBOKYNHOCTH, HalpHUMEp erc
IJIWHA, B TYCThb IJS KaXJOTO M3 JABYX KJAacCOB CylIeCTByeT (GYHKIHs, BhIpa-
xKawouiasi pacnpenenaenue BepostHocrtell, A (2) [coorBercTBenHo, B (2)]. B wact-
HOCTH, A (2) BHpaxaeT BEPOATHOCTb TOrO, YTO KOJUUECTBEHHAS XapaKTepH-
CTHKA 3/eMeHTa Kiaacca A He NpeB3oiIer z.

Tpebyerca ysHaTe BeposTHOCTb P (Xx) TOro, Yro CpeAH /M HHIHBHIOB,
OTBEYAIIUX HAUNOONbIM UM 3HAYEeHHHAM 2, HAUAYTCA X UHIAMBUIOB
kaacca A u y=m—x kJjacca B.

QueBujgHO, YTO U B TOM CJy4ae, KOrjJa OTCYTCTBYIOT CIOCOOLI, MO3BO-
JSIIOIIME M3MEepUTb 3HAueHHst 2, BONpoOC uMeeT cMmuica. Jlocratouno s ero
MOCTaHOBKH, €CJIH MHl yMe€eM YN OPSILOYHNTDb 3JIE€MEHTH, PacnoJOXHB HX B
NOpsiIKe BO3pacTaHus 2, TAK, UYTO cayyaff 2, >2, COBEPIIEHHO OT/JHUAETCS Of
cayuas 2y < 2.

Myl MoOXeM NpUMEHUTh NOJYUYEHHHIE pe3yabTaThl M TOrJa, KOrja CTaTH-
CTHKa 3ajJaeT HaM Takoe pa30ueHHe COBOKYIHOCTH Ha JABE IPYNIH, NPH KOTO-
pPOM BeJIMUMHBEl 2 OXHOK W3 HuUX OoJablie 3Hauenui z apyroi. Tak, Hanpumep,
MBl CKJIOHHBE JOOYCTHUTb, YTO 0O6JajnaTeqn HOOeNeBCKOH mpeMuu cpend (usu-
KOB KakKOH-HUOYIb CTpaHbl OTHOCATCA K ,CAMbIM KPYIHBIM® NpeACTAaBUTENISM
9TOf aucuumunb, Toraa, ecau oGuTaTeay 3TOH CTPaHh NPHHALIEKAT K ABYM
PA3IHUAIOMHMMCA MEXIY COGOH pacaM,— HAIIH W3LICKAHHS GYAYT MNPHMEHHMEL

Ha cnenyroomux crpanunax Mbl jgaem cuawasa (n’ 1) obmee BhipaxkeHue
nag P(x) B BHAe HEKOTODOTO CTHIbThbECOBa HHTerpasa (6), cBOAALIETroCs K
OOLIUHOMY OMNPENENCHHOMY XHTerpaJy npd HenpeprBHOCTH A(2) u B(z). 3a-



