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        de deiix races 

R. de Mises (Istanbul) 

Voila   probleme qui se pose souvent dans la statistique generale ou 
dans la statistique biologique, ou bien dans la science d'actuaires: 

Un ensemble comprenant n individus est compose de deux classes, 
an individus appartenant a une classe A et ^n = n — m a une classe B, Soit 
z un caractere distinctif quelconque, disons par exemple la longueur d'un in-
dividu de Fensemble. On suppose I'existence, pour chacune des deux classes, 
d'une distribution des probabilites A{z) respectivement B{z). Notamment A (z) 
signifie' la probabilite, pour que le caractere distinctif d'un individu de la 
classe A ne surpasse pas la valeur z. On demande: quelle est la probabilite 
P{x) pour que, parmi les m individus p r  s e n t a n t 1 e s p l u s g r a n d e s 
v a l e u r s d e z dans Fensemble, se trouvent x i n d i v i d u s d e 1 a c l a s s e A 
Qt y = m-~x d e la c l a s s e B? 

II est evident qu'une telle question est sensee meme s'il n'y a pas moyen 
a mesurer d'une fagon absolue les valeurs de z. II suffit qu'on sache r a n -
g e r les individus d'apres les valeurs de z, de sorte que le cas z^ > z^^ est net-
tement distinct du cas z^ <^z^. Encore pent on appliquer les resultats si la 
statistique ne donne qu'une separation des individus en deux categories, tel-
les que les valeurs de z dans la premiere categoric sont superieures a ceux 
de la deuxieme. Par exemple on sera dispose a admettre que, parmi les phy-
siciens d'un pays ceux qui sont titulaires du prix Nobel soient „les plus 
grands". Alors, si les habitants de ce pays appartiennent a deux races diffe-
rentes rune de I'autre, notre recherche   sera applicable. 

En ce qui suit nous donnons tout d'abord (n^ 1) Fexpression generale 
pour P{x) sous forme d'unp integrale de Stieltjes (6) qui se ramene, en sup-
posant A (z) et B{z) continues, a une integrale definie au sens ordinaire. Puis 
(n^ 2) nous en deduisons la formule (8), d'ailleurs tres simple et facile a com-
prendre, pour le cas presentant un inieret special, ou les deux probabilites A 
et   sont egales entre elles; Fetude detaillee de la distribution P{x) n'y pre-
sente aucune difficulte. Pour utiliser Fexpression generale (6) il faut passer 
a la limite pour   infinj, ce qui nous fournira des formules approchees, appli-
cables aux cas ou n est un entier assez grapd. Correspondant aux deux fa-
<jons classiques de passage a la limite, dues a Poisson et a Laplace, il   a 
dans notre probleme aussi deux manieres differentes a envisager les valeurs 
infiniment grandes de  . Nous traitons en premier lieu (n^ 3) le cas ou m reste 
fini, n tendant vers Finfini, c'est-a-dire oil on ne considere qu'un nombre re-
streint de plus grandes valeurs de z dans un ensemble de tres grande eten-
due. Le deuxieme cas (n^ 4) est caracterise par le fait que 1 e r a p p o r t 
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1. Mise en equation du probleme 

Sont donnes deux coUectifs primordiaux CA et C ^ , a une dimension ^ 
avec leurs distributions A (z) et B{z). On salt que les fonctions A (z) et B(z) 
sont monotones, non-decroissantes et que 

  (—oo) = B ( — o o ) - = 0 , A{oo) = B{oo) = l, (1) 

Nous supposons de plus qu'elles soient continues, de sorte que des prOrbabi-
lites „concentrees" restent exclues. Les deux equations 

x = A{z) et y==B{z) 

definissent une courbe a ordonnees non-decroissantes, menant du point x — 
==y=iO au point x=y= 1. On peut done considerer   c o m m e u n e f o n c -
t i o n m o n o t o n e d e A, en precisant d'une maniere convenable les valeurs 
de   dans les points ou A (z) reste constant. En tout cas   (A) est integrable 
et Fintegrale ne depend pas des valeurs arbitraires, attribuees a   dans les 
points dont nous venons de parler. 

Des deux collectifs donnes CA et    on passe par „ c o m p o s i t i o n " 
a un collectif     n dimensions. Un element de   est compose de a —an 
elements de   A et de b = ^n—n—a elements de    , son caractere distinctif 
se compose de a valeurs z^.Zc^, . . . , zj et de b valeurs  / ' , z^\ . . . ,  ^,". La 
distribution dans   est donnee par la regie bienconnue de m u l t i p l i c a t i o n 
d e s p r o b a b i l i t e s . Soient 4', />" des intervalles quelconques (a une dimen-
sion) et   ̂  respectivement les probabilites correspondant a ces inter-
valles dans CA respectivement    , alors le produit 

  ̂  .  ,  . . . ^^A^^, ^^  . . .  ^  (2) 

determine la probabilite dans C, pour que Zj^ tombe dans 4' et z^ dans 4" 
( ^ = 1 , 2, . . . , a, X ^ l , 2, . . . , b). 

Par sommation (integration d'apres Stieltjes) des expressions (2) on trou-
ve la probabilite pour un domaine quelconque de Fespace caracteristique de C. 
Uintegrale existe surtout pour dê s domaines dont le contour n'est forme que 

^ Je me sers ici et dans ce qui suit de ceitaines expressions introduites dans mon „Gours 
des probabilites" (1931) et dans ines memoires anterieurs; mais le lecteur, familiarise avec les 
elements de la theorie classique, ne trouvera pas des diificultes, meme sans recourir a ces 
sources. 

Min r e s t e f i x e , de sorte que Fobjet d'observation est forme par une partie 
considerable de Fensemble total. Du point de vue de Fanalyse mathematique 
il s'agit dans tous les deux cas de certaines generalisations de procedes con-
nus d'integration asymptotique. 

On s'interessera aussi pour le probleme inverse: etant donnees les va-
leurs de x et y, quelle est la probabilite qu'elles resultent d'une certaine 
relation entre A{z) et B{z)? Nous donnons (n*̂  5) quelques indications concer-
nant cette question, sans Fepuiser au fond. Enfin sont signalees (n^ 6) deux 
applications, Fune d'une fagon generale, Fautre en entrant dans le calcul de-
taille, exemple qui, par son sujet meme, pretera peut-etre un interet special. 
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a\ b\ I a\( b\ 
X 

(a-x)\ 1! ( x - l ) ! (B—Y)\Y\ \xj\y) 
(4) 

Designons par Qh{z) le produit des deux expressions (3) et (4). La som-
me infinie Q,(z) + Q,{z-h) + {z + h) + Q,{z + 2/z) + Q,{z-2h) +- ... 
represente la probabilite correspondant a une certaine partie de E^, mais elle 
n'epuise pas tout Fensemble E^, puisque les points z^, z\ mis en compte 
sont soumis a la restriction suivante: la plus petite des m plus grandes va-
leurs parmi les z^, Z)'' est „isolee", de sorte qu'un intervalle de Fetendue h 
autour d'elle reste libre de toute autre valeur. On se debarasse de cette re-
striction, etrangere a la definition de E^, en diminuant h vers zero, ou en pas-
sant a la limite h = 0 dans la somme envisagee. Cette limite est, par defini-
tion, Fintegrale de Stieltjes, etendue de z — — oo a z = oo: 

a\ 
xj 

il)[A {z)Y-^[\~-A{z)Y'^ [B{z)]'-^\ B{ I z)YdA{z). (5) 

par de hyperplans, c'est-a-dire par d'ensembles de points, definis par un 
nombre quelconque d'equations lineaires. On deduit immediatement de (2) que 
la probabilite s'annulle pour chaque ensemble situe sur un hyperplan meme. 
II en suit qu'on puisse su p p r i m e r d e p r i m e a b o r d tons les points, 
pour lesquels deux ou plusieurs coordonnees sont egales entre elles. 

Soit done zi un systeme de n valeurs differentes f une de Fautre. 
Pour un tel systeme on pent toujours discerner s'il jouisse ou non de la pro-
priete suivante: parmi les m plus grandes valeurs {m^a, m^b) se trouvent 
X valeurs de la premiere categoric (des z^^) et m — x=y valeurs de la deu-
xieme (des zx), L'ensemble des points satisfaisant a cette condition consti-
tue le domaine E. La p r o b a b i l i t e c h e r c h e e P{x) e s t   i n t e g r a l e 
d e S t i e l t j e s d e F e x p r e s s i o n (2), e t e n d u e a u d o m a i n e E. 

On pent decomposer E en deux parties E^ et E^ ou E^ est caracterise 
par le fait que la plus petite parmi les m plus grandes valeurs appartient 
aux z^, tandis que dans la plus petite des m valeurs envisagees est un Z)''. 
Cherchons maintenant a evaluer Fintegrale de (2) pour le domaine E^, qui, 
d'ailleurs, n'est limite que de hyperplans de la forme z^ =z^ ou z^ =Zq etc. 

Pour chaque point de Fensemble E^ il existe un intervalle  <^ ^^z~\-h 
( /  > 0 ) qui joue le role suivant: 1) une seule valeur des z! appartient a Fin-
tervalle, 2) pour (x— 1) valeurs de la premiere categoric on a z!^z-\-h et 
pour {a — x) de ces valeurs z'^z, 3) pour   valeurs de la deuxieme cate-
goric on a Finegalite z:'^z-\-h et pour les autres (b—y) Finegalite z!' ^z. 
La probabilite pour qu'une telle repartition des n valeurs soit realisee par un 
certain arrangement de coordonnees, par exemple par 

z<:iz^'^z + h, Z2>z-\-h, z^'y>z-\-h, . . . , ^ ^ ' > 2 : + A , z^^^<iz, etc., 

est d'apres (2) egale a 

[A {z)f~^ .   . [ 1 -  ( ^ + h)Y-'. [B {z)f-'y [\-B {z)Y, (3) 

oil    signifie A{z-\-h) — A {z). Le nombre total des differents arrangements 
realisant la meme repartition des a-\-b = n valeurs se trouve d'apres les reg-
ies de Fanalyse combinaloire egal a 
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Comme il etait deja etabli que   est une fonction integrable de A, on peut 
considerer (5) comme une integrale definie avec la variable d'integration  , 
etendue a Fintervalle de   = 0 a   = 1. 

La aeuxieme partie de livrant la meme expression avec la substi-
tution   pour  , pour a et   pour x et vice-versa on a finalement 

P{x) = (l](^][x(  ^-^ (1 —   f ( 1 — B)^ £/  + 
, X J \   J J 0 

1 

+ j ; J  -̂̂ ^ (1 —  -̂ ) 5^-^ (1 -   ~' dB]. (6) 
On   voit que P{x), les a, 6, x, j ; donnes, ne depend que de la relation entre A 
et la probabilite P{x) ne change pas, si Ton transforme la variable inde-
pendante z de la fagon z — ^{z) oh 9 est une fonction monotone, croissante 
et continue. La f o r m u l e (6) r e n f e r m e l a s o l u t i o n g e n e r a l e d u 
p r o b l e m e . 

2, Cas de deux distributions egales A=B 

L'equation (6) se simplifie foncierement au cas que les deux distribu-
tions A{z) respectivement B{z) dans les collectifs initiaux sont egales entre 
elles. Les deux integrales au deuxieme membre de (6) ne different pas Tune de 
I'autre et, puisque a-\-b = n, x-{-y = m, il vient: 

(a\(b\ 

Pix)=il)[l)m \ ^-^{1-  -  ^^~ ^ (7) 
  [ml 

ou, en prenant y = m — x, 

Le numerateur au dernier membre de (7) est le coefficient de f^ii'' dans 
le developpement du produit 

II en suit que la „ f o n c t i o n g e n e r a t r i c e " de la distribution P{x) est 
donnee par 

P («) = 2 ^ W = {(1 + + i)' h_, • (9) 
X 

En introduisant u=l on en deduit facilement que la somme des P{x) est 
egale a Funite, cette somme, celle de (9) et les suivantes, etant etendue aux 
valeurs de x — 0 a x = m. La premiere derivee de (9) nous donne 

   P(x) u^"^ = a ( 1 + tur' (1 + t f } ( 1 0 ) 

et, en introduisant   = 1, on trouve pour 1 a v a l e u r m     e n n e ou Tespe-
rance mathematique de x: 

y ..  / \ (n — mV .fn — l \ am . . . . 

xP(x)=a-—-y^ml )=—z=am. (11) 
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•m\ 
' ™ ' ' w = ^ i l ^ = ( : ) « ' p - ' (17) \X) 

Voila une distribution, dite de Bernoulli, aux probabilites elementaires a, ^. La 
probabilite en question P{x) est done, pour des n assez grands, la meme que 
la probabilite du fait que, dans une suite de m epreuves repetees, Fevenement, 

Par consequent, la valeur tnoyenne de y = m — x est 

il n'y a rien d'etonnant dans ces resultats: si Ton suppose les deux probabi-
lites initiales   et 5 egales entre elles, il faut attendre qu'en m o y e n , les 
nombres x et j ; des individus des deux classes, parmi les m individus aux 
plus grandes valeurs de soient en proportion ai^, proportion des etendues 
memes des deux classes dans Fensemble to ta l 

La deuxieme derivee de (9) ou la premiere de (10), pour mene a 

2 x ( x - , ) P W = a ( . - l ) f c ^ « ! t l | ) = a « . - . . ) f { f : 5 ^ . (12) 
X 

De (12) on deduit par des simples calculs la d e v i a t i o n ou       
q u a d r a t i q u e de la distribution (7): 

2 (X - amy P (X) = =-P'""^T- (13) 
X 

On pent, d'ailleurs, etudier le cours de la fonction P{x) en partant du 
quotient, deduit de (8): 

P{x+l) _ a — x m~^x  .   
P{x) x+l b — m + x+l • ^ ^ 

En egalant le numerateui et le denominateur on   voit que P{x) est supe-
xieur a P ( x — 1 ) autant que 

• « < ' " + '  ' =  . . (15) 

Done, P{x) est croissant de x = 0 jusqu'a x = [x^], puis decroissant Pour x 
entier les valeurs P{x^) et P{x^~l) sont egales entre elles et superieureso 
a toutes autres. On eprouve facilernent que sous les conditions donnees 
m ^a, m^b 

 ^~1<^ ^ =   <^ ^. (16) 
) 

11 en suit que la valeur moyenne am, si elle est un nombre entier, est e n 
m e m e t e m p s l a v a l e u r l a p l u s p r o b a b l e ; dans Fautre cas le ma-
ximum de la probabilite est atteint au moins pour F u n d e s d e u x n  m -
b r e s e n t i e r s v o i s i n s d e am, 

Passons maintenant a la limite pour ft infini. Nous envisagerons deux 
sortes de limites: 1) en fixant m, x,   pendant que n tend vers   , 2) en 
augmentant m, x,   en proportion avec n. En tout cas a, p sont des valeurs 
fixes. 

Au premier cas, partant de (8), on tombe sur 
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dont la probabilite est a, se produit x fois. La valeur moyenne de (17) est   , 
Fecart quadratique a^m. 

Pour le deuxieme cas ecrivons 
  =  , y=- r\n, m = lift = (̂ -1-71) (18) 

oil |A est une constante donnee et  ) sont des variables. En passant a n in-
fini, nous ecrivons 

J = , . + J = , -> = P . - ^ (19) 

et considerons   comme borne. Utilisant la formule de Stirling on trouve 

l i m Y n P { a m + uYft)= ^-e 2 « P f ^ . (20) 
 -̂  ^ V 2      (1 — p-) 

Nous supprimons ici la deduction complete de (20) puisqu'elle sera donnee 
ci-dessous sous des conditions plus generales. La distribution gaussienne (20), 
pour X comme variable independante, a la valeur moyenne am et Fecart qua-
dratique app. (1 — fx)/ , ce qui est en concordance avec (13). Toutefois il faut 
signaler que le coefficient de dans (20) n'est pas celui qui corresponderait 
au cas de m repetitions d'une epreuve aux probabilites elementaires a, p. 

3o Cas general    . Limite pour n infini, m fini 

Dans le cas general ou les deux probabilites initiales A et   sont diffe 
rentes Fune de Fautre, on parvient a des formules utilisables si Fon pretend 
que le nombre d'individus est assez grand, les rapports a:n = a et b:n=^ 
restant constants. Comme il etait deja signale tout a Fheure, il   faut distin-
guer deux problemes differents selon la grandeur de m. Si Fon n'envisage, 
dans un ensemble assez etendu, qu'un nombre restreint de quelques individus, 
dont la valeur du caractere distinctif est extreme, il faut regarder x,   et m 
comme nombres restant finis, pendant que n tend vers Finfini. Au contraire, 
si Fobjet d'observation est forme par une partie considerable de Fensemble 
total, on regardera les rapports m: n, x: n etc. comme restant finis, n tendant 
vers Finfini. Nous verrons que, pour chacun des deux cas, des differentes pro-
prietes des distributions A (0), B{z) joueront le role decisit 

Pour le premier probleme, m fini, nous supposons que la fonction B{A\ 
signalee ci-dessus, soit c o n t i n u e e t d e r i v a b l e a u p o i n t   = 1, B—\, 
et qu'il soit de meme pour A (B). En autres termes, si X signifie une con-
stante positive et 7]( ) une fonction s'annulant pour   = 1 et continue pour 
des valeurs assez petites de 1 — A : 

[ = | - =  [1+'/1( )],   [ = ^ =  . (21) 

On en deduit immediatement 

b ( ^ f . = „ : „ , _ ^ + p , i „ , ^ _ ^ = _ . _ p x < 0 . (22) 

Posons a 4- = r et designons par  ( ) une fonction jouissant de memes 
proprietes que fiiA); on obtient 
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lim tfl. = {m — 1)! r'^iy, m = x-^y. (25) 

Soit Ay une valeur quelconque < 1 et   Fintegrale (24) etendue de 0 
a A^ . Pour le reste nous remplacons A par une nouvelle variable t, moyen-
nant 

t=nr{l-~A), t^=nr{\—A,) (26) 

de sorte que Fintegrale se transforme en 
1 h 
f {A^B^f . (1 —  )^-1 (1 — 5 ) ^ .  -^ . 5"^ ?  = {nrY'^iy J /(^) (27) 

 1 0 

1 —   (1+1)) 
 /-

-J' (28) 

(29) 

(30) 

OH d'apres (21) et (23) 

Bolt 

< P ( 0 = / ( 0 - ^ - ' ^ - ' 
et citons la formule connue 

oo 
% - ' f " - W = ( m —1)! 

 / 0 
Pour une valeur intermediaire 4<C î quelconque on a 

X-̂  (« )'"/  = X-̂  (//r)-/, + J / ( 0 rf^ + f / ( 0 = („r)'»A + 

0 t, 
fQ CO ti CO 

^- J' ? (0 f e-'f"-' rf^JH- J /(^) d t - \ e-'f"-' dt (31) 
0 ' 0 /, 0̂ 

d'oii on deduit, en utilisant (30): 
I X->' (« ) '" /   _ (m - 1)!   X-̂  («r)"7,- j- \i^{t)\dt + 

  
+ J / ( ^ ) ^ ^ + J ^ r ' / ' " -

4 0̂ 
(32) 

Une borne superieure du premier terme au deuxieme membre se trouve 
sous la forme: 

A 
(nr)'"Ii<C(nr)'" Ai""-'-dA <(nr)'".4,"="-"^'. (33) 

Nous allons demonttei que la premiere integrale dans Texpression (6) 

Ij,^^  ^'^-^ B?^-y (1 — (1 — By dA, (24) 
0 

o u et, X,   restent constants, pendant que n tend vers Finfini, s a t i s f a i t 
a F e q u a t i o n a s y m p t o t i q u e 
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Cette expression s'annule, n augmentant infiniment, pour c h a q u e v a l e u r 
Ai<^\. Disposons maintenant de de la maniere suivante. Soit 4 une 

valeur positive aussi grande qu'on veut et A^ tel que pour A^A^ 

 | ^ (  ) | < ^ ^ < 1 , |  (  ) | < ^ < 1 , 5 (  ) > | . (34) 

Un tel choix de A^ est toujours possible a raison des proprietes supposees 
des fonctions ri{A),  ( ) et   {A). Les A^ et ^ donnes, on cherche un te\ 
que pour  ^  

t^=.nril~A,)>t,, i ^ l ^ < l . (35) 

Utilisant le fait que, pour une fonction derivable F{x) et des valeurs 
assez petites de on a toujours 

\F{x + h)-F(x)\<2\hFix)\ (36) 

on deduit de (29) et (28) (en regardant 9 comme fonction de  , poUf 
donne) 

nr | ^ ( 0 | < 2 e - ^ r - i { l p ^ | + j ; h | + x i +y 

done pour suivant (34) et (35): 

(37) 

et en integrant: 

- 1 ) ! 

(38) 

(39) 

Done, on peut diminuer le deuxieme terme de (32) autant qu'on veut, en 
augmentant 4 • 

Pour le troisieme terme constatons, qu'a raison de |av] |<;1, | p | -< 

< y ,  >4- , 5 > J dans tout Fintervalle de 0 a il suit de (28): 

0̂ 0̂ 
1\ 

' rf/f < 2^ (1 +  ) ^ J ^" ̂  (40) 

Comme Fintegrale au dernier membre est convergente, sa valeur diminue vers 
zero, si 4 augmente. II est de meme pour le quatrieme terme de (32). A l o r s 
r e q u a t i o n (25) e s t e t a b l i e . 

La deuxieme integrale dans (6) ne differe de la premiere que par Fechange 

de A en B, de x en   et de a en p. II faut done remplacer X par   et r = 
= a -f pX par 8-fX-ia = rX-i. Done, il suit de (25) 

lim / t ^ 4 = ( /n~-l) lr-^X^*X-^ = (m —l)!r-'^X-3'= lim / ^/ . (41) 

Or, on a d'apres (6): 

lim P ( x ) = lim M  ) (  /  +  ; / ^ ) = 5 ^ ( /  + j ; / ^ ) , 
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X\y\ —\xl (  +   

II est facile d'interpreter ce resultat, en le comparant avec (17), le resultat 
special pour le cas A = B, Les grandeurs a, p sont maintenant remplacees par 
a : ( a + ^X) et p X : ( a - f pX). Le nombre X, defini par (21), pent etre considere 
comme le r a p p o r t d e s p r o b a b i l i t e s i n t i t i a l e s „de s p l u s g r a n d e s 
v a l e u r s z" dans les deux classes A et B. La probabilite cherchee P(x) cor-
respond a celle d'epreuves m fois repetees dans   alternative de deux evene-
ments, dont les probabilites elementaires sont en rapport a a La seule 
modification apportee au resultat special (17) consiste dans Techange du rap-
port a : p (rapport des etendues des deux classes) par le rapport 

o c : X p = lim [ a ( l —  ) :  ( 1 — 5 ) ] (43) 

dans lequel interviennent les probabilites initiales „des plus grandes valeurs z'' 
dans les deux classes, 

4. Cas general Ad^B. Limite pour n infini, \i = m:n fini 

Soit maintenant 
m~^ti, x = \n,   =  , = $-[-T|. (44) 

Nous cherchons la limite de P{x) pour n infini quand [x reste constant, I et 
7] restant bornes. Designons par PA{X) la premiere partie de Fexpression (6) 
pour P{x), c'est-a-dire: 

1 
= [  - 5 ( 1 _  ) ; 5 ;  ( 1 - ^     ^- - (45) 

  
D'apres la formule bien connue de Stirling il suit de (45): 

lira Y'n    (X) = 1 lim ^ . ^ ^ l ' ^ ^ - ^ - J / " (  , Q ̂ , (46) 
^   

OU 

Ici le deuxieme membre de (46) definit une fonction continue de dont les 
valeurs pour les valeurs entieres de    coincident avec la limite de 

 ~   { 1  

Remarquons tout d'abord qu'il existe toujours une et une seule valeur 
de A respectivement B, pour laquelle chacun des quatre quotients dans (47) 
prend la valeur L En effet Fequation 

^.= \-aA{z)-^B{z), 0 < i x < l , (48) 

oil le second membre est une fonction decroissante de 1 a 0, possede au 
moins une solution z^, II   en a plus qu'une (une infinite de solutions) si 

et enfin en utilisant (25) et (41), puisque x~\-y — m 

H . P W = f i . , r . X , = ( " ) , 3 S | ^ . (42) 
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dA d^—^' djp—   ~ d'e~~ ' (50) 

b) les derivees du troisieme ordre sont bornees au voisinage du point 
A = Aq , $ = $01 

c) partout, sauf le point Aq , on a | / | < 1 . Soit de plus  (£,  ) une 
fonction continue au point   , ?o et telle [que /^  est borne pour un entier 
A > 0 ; il suit alors, si  ^ < <   < < , 

Hm  "/    [A, $  + - : ^   , $o + - ^ U ^ = H ^ o ,  ] / 7 ^ ^ (51) 
 ->   ^ V | / /2 ^ V | /   / ^ 

on la convergence est uniforme dans chaque intervalle fini de u. 
Pour les details de la demonstration je renvoie a mes publications prece-

dentes et je ne donne ici que les traits principaux du calcul. Le theoreme de 
Taylor nous fournit pour le logarithme naturel de / la formule: 

I n / = - U L { A - A , y - \ ~ 2M(  -   ) (S - $o) +  ^(£ - W + 

+ termes de 3-eme degres. (52) 

Les conditions a)   sont deja prises en consideration, la condition b) nous 
permet, en introduisant t et ti par les formules 

d'en tirer la consequence 

lim ln /» (A, + ^ , -1- ) = - L { U ^ ^    + m% (54) 

^ Voir mon raemoire ^Fundamentalsatze der Wahrscheinlichkeitsrechnung", insere au ^Mathe-
matlsche Zeitschrift", i 4, (1919), p . 1—96, surtout § 1 et 2; plus tard: „Vorlesungen aus dem 
Gebiete der angewandten ^Mathematik% T. 1. „Wahrscheinlichkeitsrechnung% Leipzig und Wien, 
1931, § 8. 

aA -[- P5 reste constant a Fenviron de . Mais, comme A [z),   {z) sont mono» 
tones, a et p —positifs, aA-}~^B ne peut rester constant que si A(z) et B{z) 
sont constants tous les deux. Done, il n'existe qu'une seule valeur Aq et une 
seule valeur Bq satisfaisant a Fequation (48), 

Les valeurs 
 , =  ( 1 -  , ) , 

% = K l - - 5 o ) , 
^  +   = 1-^ ,~^ , = 1^ (49) 

rendent chacun des quatre quotients au deuxieme membre de (47) egal a Funite. 
Nous supposerons dans ce qui suit que la fonction   (A) possede u n e d e r i -
v e e Bq f i n i e e t d i f f e r e n t e d e z e r o a u p o i n t A — A^. 

Or, pour evaluer la limite (46) nous nous appuyerons sur le theoreme 
suivant, legere generalisation d'un theoreme que j 'ai etabli en 1919 ^ Soit 
/ (  , )̂ une fonction integrable (relative a A) dans A^<iA<^A^e\ ? i < ? < ^ 2 , 
jouissant des proprietes suivantes: 

a) pour A=Aq, $ = 0̂ il est 
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dA 
df 
0^ 

\ (56) 
— ^ 4 - l n 

Les deux expressions s'annul^nt si $ et prennent les valeurs , et A ,   
les valeurs Aq, Bq, indiquees en (49). Les trois derivees du deuxieme ordre au 
point A=Aq, $ — S o ' S e trouvent: 

d'ou on deduit facilement: 

« ^ ' ^ 0 ^ o ) + ^ o ' ^ r e o " ô) • ^ ^ 

Les conditions a) et b) sont done remplies; pour c) remarquons que le produit 
des deux premiers facteurs de (47) reste au-dessous de Funite si ^   a (1 —A) 
et le produit de deux autres si tj   p ( 1 — B ) . 

La fonction ^{A, est donnee par 

  ^)=1   £ _ _ 1 (59) 
On voit bien qu'elle remplit les conditions du theoreme, puisque f^^ est borne 
pour k ^ t \ la fonction / comprenant le facteur (1 —A)^ . Nous avons done, 
en remplagant $o- (1—-^o) par a 

lim     {  ,-^1  )=   /  -  =1 =^ '"^"^"^ • (^) 

La deuxieme partie de Fexpression (6) ne differe de la premiere que 
par Fechange de   et   etc. On voit bien que ga revient a remplacer dA 
dans Fintegrale (55) par B^'dA et le premier facteur a dans (60) par p. II faut 
done finalement, p^ur Fexpression P ( x ) , remplacer le coefficient a de (60) par 

La convergence est uniforme dans chaque intervalle fini de t et u, Mais la 
condition c) et les proprietes supposees de '\ rendent possible d'etendre 
rendroit ou (54) subsiste, de sorte que Fintegration de u = — c^ a u = oo est 
permise, Les details de cette deduction sont analogues a ceux du paragraphe 
precedent. On a done 

lim V-n\r^bdA = ^AAl, g r , - ; < - + - - + - V = 
Ai — C O 

= / |   ^  )  " ^ " " . (55) 

Dans notre cas special la fonction / ( , Q est definie par (47). Les deri-
vees du premier ordre sont: 
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^p{K)dl=l. (65) 

a-\-^B^. La comparaison avec (57) et (58) nous fournit l e r e s u l t a t d e -
f i n i t i f : 

lim P{n^,+Y^) = ^ e ' ' 2 " " " ' " ' , (61) 

la „p r e e l s i o n " h e t a n t d o n n e e p a r (58 ) . La convergence est uniforme 
dans tout Tintervalle infini de u. Le resultat est a preciser en ce sens, que 
P{x) dans (61) signifie une fonction d'une variable independante continue, 
fonction qui, pour des valeurs entieres de x, coincide avec la probabilite cher-
chee P{x). Pour Fapplication pratique on deduit de (61) comme formule appro-
chee, valable pour des grandes valeurs de n: 

Au cas A=B, oil BQ =1, la derniere equation (49) donne \I= 1 — A Q 
d'oii on deduit QQ = a^,   = de sorte qu'on revient au resultat (20). 

5. Le probleme inverse 

Pour pouvoir faire Fanalyse d'un ensemble d'observations donnees, con-
cernant un cas special d'une statistique de deux races, il faut encore examiner 
le probleme „inverse". II s'agit, d'une fagon generale, de la question: etant 
donnees les valeurs de x et y, quelle est la probabilite pour que ces valeurs 
resultent d'une certaine relation entre les distributions   et B? Cette question 
est analogue au probleme bien connu dit de Beyes, ^probleme inverse a celui 
de Bernoulli. Nous   allons jeter un coup d'oeil rapide. 

Supposons qu'il s'agit du premier cas asymptotique, ou n tend vers Finfini^ 
tandis que m, x,   restent finis. Nous savons deja qu'en ce cas les distributions 
A (z) et   (z) n'entrent dans le resultat que par le rapport 

X= l i m — 

qui done est la seule valeur exer^ant une influence sur P ( x ) . Pour fixer les idees 
admettons maintenant que la relation entre   et S soit d'une forme simple 
donnee par exemple par les equations 

1 — 5 = X(1— ) pour A + B^l, ) 

B = ^ A „ A + B^L ] 

Ces equations definissent une fonction continue croissante   (A), representee 
par deux lignes droites, se rencontrant sur la droite A-\-B=l et symetriques 
a cette derniere. L'expression donnee en (6) pour P{x) est rendue par (63) , 
fonction univoque de X, fonction que nous allons signifier par Q (X). Soit 
maintenant ^(X) rfX la probabilite „a priori" pour que la valeur de X tombe 
dans un certain intervalle X, X-(-rfX; on aura pour la probabilite „a posteriori": 

)̂  ( ^ ) - c o n s t . ^(X)Q(X) , (64) 

ou la constante se determine moyennant la condition 
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Cette formule nous permet de determiner la probabilite pour que X tombe dans 
des certaines limites X^, X^. 

La valeur moyenne et la deviation de la distribution (69), si Fon regarde 
z comme la variable independante, sont respectivement: 

•^+1 [x + \)(m — x + \) / y m 
m+l {m + 2f {m + 3) ' ^ 

L'inegalite bien connue de Tchebycheff nous fournit done le resultat: 
II   a u n e p r o b a b i l i t e s u p e r i e u r e a 

(• +1)(// ~ +1) 1 .J.. 

8 L'independance du resultat, dans le probleme de Beyes, de la probabilite .a priori" pour 
un nombre assez grand d-^preuves etait etablie dans mon memoire cite de 1919, § 9, et plus 
tard dans mon „Cour." de 1931, § 6. Voir aussi V. R o m a n o v s k y , „Giornale dell'Instituto 
Italiano degli Attuari", Anno 11, n. 4, ottobre 1931. 

Une difficulte s'eleve a regard de q (X). Evidemment il n'y a pas de raison 
d'admettre q (X) = const, puisqu'on pourrait remplacer X par 1 : X et, apres ce 
changement, demander a juste titre que la distribution des probabilites sur 
     des valeurs 1 : X soit encore uniforme, — ce qui serait incompatible avec 
q (X) = const. Une hypothese plus raisonnable se presente si   on regarde   angle 
meme (au lieu de sa tangente) forme par la droite 1 — B = l{\ —A) et      
des abscisses comme la variable a distribution uniforme des probabilites 
a priori, ce qui revient a ^(X) = const : (1 - j - X-). On pourrait, en adoptant cette 
hypothese, evaluer p(X) a Faide de (63), toujours avec Q(X) = P(x) , soit qu'on 
se sert de Fexpression complete (6) ou de Fapproximation asymptotique (42) 
pour P{x). Mais, en tout cas, on ne pent pas attacher trop d'importance a une 
solution d'un probleme inverse a u t a n t q u e l e r e s u l t a t d e p e n d d ' u n e 
f a e o n d e c i s i v e d u c h o i x , a r b i t r a i r e a u n e c e r t a i n e m e s u r e, 
d e 1 a p r o b a b i l i t e a p r i o r i . 

La theorie du probleme de Beyes nous demontre que Finfluence de la 
probabilite a priori s'evanouit peu a peu si le nombre des cas envisages aug-
mente ^ II en suit que, dans la question actuelle, pour une valeur trop petite 
de m les conclusions concernant la probabilite a posteriori de X ne seront pas 
assez exactes, tandis qu'on arrivera, pour n assez grand, a un resultat legi-
time, en supposant n ' i m p o r t e q u e l l e 1   i d e s p r o b a b i l i t e s a p r i o r i . 
Substituons done pour "X une nouvelle variable z, definie par 

z = ^ , l - z = ^ (66) 

et admettons que ^(X) soit donnee par 

^(X) ^X = const-rf^. (67) 

De cette fagon on deduit de (64) moyennant (42) 

p (X) dl = const . (1 — zT-"" dz (68) 

et d'apres (65), utilisant une formule d'integration bien connue 

p (X) rfX = (m + 1) ) z' (1 - zT-"" dz, (69) 
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p o u r q u e z t o m b e d a n s l e s 1 i m i t e s 

Ce resultat, bien qu'il est base sur Thypothese (67), en devient de plus 
en plus independent, si m augmente. 

N'insistant pas sur une etude, d'ailleurs analogue, du deuxieme cas asymp-
totique qui etait traite en n^ 4, nous passons a quelques applications. 

6. Applications 

Prenons d'abord le cas, ou les deux distributions donnees sont des g a u s -
s i e n n e s : 

 (^) =  (0), B{z) = ^\k{z-d)\ 

ou   signifie, comme d'habitude, 
z 

—oo 

Ici les conditions supposees sont remplies et, par elimination de z, on trouve 
  comme fonction continue, monotone croissante et differentiable de  . Pour 
A tendant vers Funite on a 

X = l i m ^ ^ = l i m ^ = lim ke-^^^^-~^^^~-^\ 
Z-*co 

On voit done que 
X = co pour ^ > 1 ou k = l et a > 0 , 

Or, il suit des resultats du n^ 3: 
Si le caractere distinctif dans chacune de deux classes, differente Fune 

de Fautre, obeit a une loi de Gauss, et si, pour n tres grand, on ne considere 
qu'un nombre restreint des plus grandes valeurs z, i l s e r a p r e s q u e s u r 
q u e s e u l e m e n t l e s i n d i v i d u s d ' u n e s e u l e d e s d e u x c l a s s e s 
f i g u r e n t p a r m i l e s v a l e u r s c o n s i d e r e e s . 

Passons a un autre exemple, Dans un pays d'Europe, dont le nombre 
d'habitants est d'environ 65 • 10^ la population se compose de deux races aux 
chiffres relatifs a = 0,009, p = 0,991. Un tout petit nombre de ces habitants 
s'occupent des recherches scientifiques dans les domaines de la physique et de 
la chimie. Une echelle absolue pour mesurer la capacite scientifique (la valeur z) 
d'un physicien ou d'un chimiste n'existe pas. Toutefois on pourra admettre 
que les titulaires du prix Nobel constituent un ensemble des plus grandes 
valeurs du caractere distinctif z. La liste des titulaires des annees 1901 a 1933 
comprend 27 noms originaires du dit pays, parmi lesquels 5 appartenant a la 
classe A, de sorte qu'on a m = 27, x = 5,   = 22. Confrontons d'abord ces 
chiffres avec la formule (18) en admettant n = oo et supposant que les deux 
distributions des probabilites A et   s o i e n t e g a l e s e n t r e e l l e s . On 
trouve 

p (5) = 0,009^» 0,99P^ = 0,00000391. 
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La transformation (66) s'ecrit: 

9 1"-^ 

Done, a la valeur moyenne 2:̂  = 0,214 correspond la valeur X̂  = 0,33, Prenons 
maintenant $ = 0,06, nous aurons 

.Zi = Zo —^ = 0,154, ^, = 0, + ? = 0,274 
                      ,  . 4 1 , N, 3 . 2 

^Comme il   a 28 valeurs possibles de cette probabilite est a peu pres d i x 
H i i l l e f o i s i n f e r i e u r e a l a probabilite moyenne* La probabilite pour que 
le nombre x soit superieur a zero est 

1 — P (27) =r 1 — 0,99 r̂ " = 0,2166. 

La probabilite pour que x soit superieur a Funite est au-dessous de 0,03, 
d'ailleurs la probabilite d'une valeur de x inferieure a 5 ne differe de Funite 
que de 10"^ pres. II suit de tout ga que — sous la condition de   et 5 ega-
les— le resultat   =   qui s'est produit dans Fexperience, s e r a i t d ' u n e 
p r o b a b i l i t e e x t r e m e m e n t p e t i t e . 

On s'en pent douter si J e plus grand physicien" se trouve ou non parmi 
les noms appartenant a la premiere des deux classes. Annotons, en tout cas, 
que la probabilite du premier fait — Fegalite A = B supposee —serait d'apres 
(17) ou (7), avec m = l, x=\: 

p , ( l ) = a = 0,009. 

D'autre part, e n r e j e t a n t Fhy p o t h e s e A=B, nous parviendrons a 
des probabilites bien plus raisonnables pour le fait observe  : = 5,   = 22, 
Admettons d'abord que I satisfasse a Fequation 

 :\^ =  :  =   : 22, X = 0 , 0 4 = ^ . 

C'est done Fhypothese que la probabilite d'un tres grand talent en physique 
ou chimie est appreciee 25 fois plus grande pour un individu de la classe A 
que pour un tel de la classe B, Sous cette condition on a d'apres (42) avec 
a = 0,009, Xp = 0,0396: 

P (5) = (̂ J) 0,009^ ^ 0,0396̂ ^̂ » 0,0486-^^ = 0,194. 

Cette valeur est environ 5,5 fois plus grande que la probabilite moyenne 1:28. 
Le resultat   =   cons^itue, maintenant, le cas le plus probable. La probabilite 
pour que x reste dans les limites 3 a 7 se trouve, avec X = 0,04, egale a 0,79. 
11 e s t d o n e e v i d e n t q u e F h y p o t h e s e X = 0,04 m e n e a d e s chif-
t r e s c o n f o r m e s a u x o b s e r v a t i o n s . 

Enfin, on pent se servir des formules etablies dans n^ 5 pour le pro-
bleme inverse. Le nombre m = 27 est assez grand pour en justifier Fusage. La 
moyenne et la deviation de la distribution (69) se determinent d'apres (70) 
comme il suit: 

^ 1 - 1 - 0 2 1 4 (x + l){m-x + \) _ _ 6 ^ 3 _ _ 
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et les valeurs correspondantes de 1 : X seront: 

^ = 20  , ^ = 4 1   

tandis que (71) nous donne 

1 - ^ ^ = 1 - 0 , 1 5 2 ==0,848. 

Alors il   a une p r o b a b i l i t e d ' a p e u p r e s 85Vo pom le fait que, parmi 
les individus de la classe   la probabilite d'un talent eminent en physique ou 
chimie soit a u m o i n s 2 0 f o i s e t a u p l u s 4 2 f o i s p l u s g r a n d e 
q u e d a n s l a c l a s s e B. 

(                     20/V 1934  .) 


