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centre), ou seules figurent quelques valeurs, car le graphe complet a une taille infinie :

A
1. chaque valeur possible prend place dans un nceud ;
2. chaque successeur est relié a son parent par une fleche allant du parent a son
successeur ;
3. chaque valeur n‘a qu'un seul successeur ;
4. par contre le nombre de parents est soit 1 soit 2.
On peut parler de graphe de transitions figurées par les fleches.
Arithmetigue modulaire : )
Aritnmetique moaulaire Sl k %
~ Avec les graphes et le probléme en (3X +1)/2, Sa-Sha@un troisiéme outil
mathématique : l'arithmétique modulaire. Ce sujet est connu depuis semble-t-il le
troisieme siecle de notre ére. Les historiens l'appelaient « 'étude des restes chinois ».
/ Si@m considére une équation comportant des additions, multiplications, soustractions
P et divisions de nombres entiers, 'équation reste vraie s@n remplace chaque terme X
par le reste de la division euclidienne de X par M.
Prenons un exemple. Légalité :
o+8=13
devient modulo 6 :
542 =1 modulo 6
Car le reste de la division euclidienne de 13 par 6 donne 1. Pour 8, ce reste est 2.
7 = 1 modulo 6
1 =1 modulo 6
Car le reste de la division euclidienne de 7 par 6 donne 1.
Regroupement des différents outils mathématiques
On peut traiter le probléme(3z + 1)/2 vu ci-dessus en arithmétique modulaire. Ainsi
on choisit un nombre M = 6 (de préférence un M pair pour simplifier I'étude) et ¥6n
o\, transforme tous les nombres par leurs restes obtenus/pa(la division euclidienne par

M.
e s o



Appliquons larithmétique modulaire sur le probléme en (3z + 1)/2 modulo 6, sur
l'ensemble des nombres entiers positifs et tragons un graphe orienté :

1. On n'a plus que 6 noeuds (soit ici M = 6), correspondant aux six restes possibles.
On peut les noter 0,1, 2, 3,4 et 5.

2. Cependant on a douze transitions (soit 2M = 12).
Les démonstrations sont présentées en annexe.

On obtient le graphe suivant (en remarquant 0 = 6 modulo 6) :

"\ /] (9" o~
YT NS &
LA~ & @

Figure 4 : graphe de Collatz modulo 6.
Ce graphe présente tous les cas possibles du probléme en (3z + 1)/2... modulo 6.

Une fois un graphe obtenu, il est simple de voir que certains circuits sont impossibles
(n'oublions pas que nos trois chefs-caravaniers sont revenus-a leur point de départ) :

S —

e On peut enlever les arcs (5-5) et (6—6) qui n'ont aucun intéré@ur les caravar@

 Ainsi que les nceuds 3 et 6 ou il est impossibl s/;y evenir.> f\\
e

(La graphe montre qu'il est impossible de revenirsses-nceuds 3 et 6 une fois que l'on

a quitté le nceud 3. La simple analyse du graphe et du sens des fleches montrent t quur ‘un

cycle de Collatz ne peut pas comporter de nombye divisible par 3 : propriété; que Ion\/

peut)(venfner sur la liste des cycles présentée plys haut.) (T{;:ci] ,

On obtient un graphe plus simple qui respecte fa propriété remarquable modulo 6.
’6 6&@ v ‘&’o\b‘-‘& &a <« /rv"
- ""{’ //’VO {( u-"/{/"f‘»
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0

Figure 5 : graphe simplifié de Collatz modulo 6.

Prenons un exemple : le cycle (2, 1, 5) respecte la régle car :

P=2
=140 =0
Ni= 2

Donc on vérifie la propriété remarquable sous sa premiere forme P = I + N modulo
6:

2 =6+ 2 modulo 6

2 =0+2 modulo 6

g (MBI,
Cen cﬂvacrm/;}\: 2="2 modulo 6

Mais il est possible d'avgir un graphe plus simple a lire, en appliquant la Propriété
remarquable vue plus haut sous sa seconde forme. Aussi on fait les trois types de

transformation@ans-chariger la propriété remarquable : L

la. 2 Geier
1. Changer de signe atous les termes impairs (1 devient —1 et 5:)—5) ; la propriété
remarquable devient P — I = N, SRR

2. Enlever 1 a tous les termes impairs (—1 devient —2, et —5 @—6 ; la propriété
remarquable devient P — I"” = (0. On a supprimé N du graphe et de la propriété
remarquable.

3. On ajoute un multiple de 6 a tous les termes négatifs (—2 devient 4 ou 10, et —6 : 6
ou 12). Rien n'empéche de faire cette transformation sur ceux positifs.

Résumons par un tableau les différentes étapes :



Tableau de transformations des valeurs des

N indeUns

Valeur initiale | Parit¢ | Valeur finale
b Bl i bl R
1 | Impair | 12— (1+1) =10

Ty fond icPair %-%

. i3 |impal] = Pasublisé
LR ,,,‘L-,,,,-,A. ,_'?aﬁ' 53 4 !
s Impair | 12— (5+1) =6 |

Voila transformé notre graphe de Syracuse modulo 6 qui devient la carte des octrois lue
par Sa-Shah plus haut!

METHODES D'’AGRANDISSEMENTS DES GRAPHES

Le Khan désire agrandir son royaume. Il faudra définir une autre carte des octrois. Une
fois un tel graphe disponible, il est tres facile de le modifier, de l'agrandir ou le réduire.
Voyons quelques moyens.

Ajouter des villes et des pistes

La premiére méthode consiste a utiliser plusieurs nceuds ayant la méme valeur modulo
M . Pour ajouter des nceuds (c'est-a-dire des villes), il suffit de lire 'une des étiquettes et
d'y ajouter un multiple de 6. On place le nouveau nceud. Pour ajouter des arcs, il suffit
de remarquer que si un arc va de X vers Y, on a le droit de batir un autre arc qui va de
X modulo 6 3 Y modulo 6. En réitérant, le Grand Khan peut « paver » un immense
empire, c'est-a-dire dessiner un graphe aussi grand que voulu.

Le graphe ci-dessous montre un exemple en ajoutant le nceud « 12 » qui a les mémes
propriétés que celui en 6 modulo 6 :

/10



Figure 6 : carte des octrois apres lagrandissement du royaume d'Ekuidistan (en
roupies).

g G P — | + - | » M~ - o 3 P
Travailler suivant un modulo différent

Travailler modulo 6 (ou un multiple de 6) montre des propriétés intéressantes : certains
noeuds sont absents du graphe final (on rappelle qu'il n'y a pas de cycles de Syracuse
avec des nombres égaux a zéro modulo 3). Mais on peut batir un graphe suivant
n'importe quel modulo pair. En travaillant modulo 10, on obtient le graphe brut ci-

dessous :

Figure 7 : exemple de graphe « brut » modulo 10.

A nouveau, la propriété P = I + N est peu pratique a lire. Par exemple, la boucle
(8-9-4-2-6), sellit:

A1



e 8+4+2+6=9+1modulo 10, ou
e 20 = 10 modulo 10, ou
e ) = 0 modulo 10.

v~
>é Si@ obtient ici le résultat, on veut un graphe plus simple a lire. Utilisons la propriété
remarquable sous sa seconde forme P — I' = 0. Dressons d'abord un tableau :

Tableau de transformations des valeurs des

4 neeuds
Valeur initiale | Parité "Vﬁ_h\(arlgur finale
0 | Par [ 0+10=10
1 |Impair| 10-(141) =8 |
% . Pair | N
3 |lmpair{20-(3+1) =16
4 Pair | B
5 ' Impair | 20-(5+1) = 14
IR SR e
7 | Impair | 20-(7+1) =12
L S e
9 | ImpairA'._BOj@_-‘}f 1) =20

Puis retracons le graphe avec les nouvelles valeurs :

Figure 8 : exemple de carte des octrois modulo 10 (en roupies).

La boucle (8-9-4-2-6) devient (8-20-4-2-6). Appliquons la propriété
remarquable sous sa seconde forme. Comme la somme I" intégre le signe - et le compte

A2



