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LES RICHES CARAVANES DE SA-SHAH

Exemples de graphes orientés avec codts

Le 27 novembre 2022 - Ecrit par Gay, Philippe

)(suivant I'adage « un petit dessin vaut mieux qu’un long discours », en 2
mathématiques, un graphe vaut mieux que de longs calculs. Cet article montre
quelques exemples de calculs de co(t sur un graphe qui résume un ensemble de
considérations en apparence éloignées les unes des autres.

Jadis, de nombreuses, lourdes et longues caravanes sillonnaient les pistes du prospére
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royaume d'Ekuidistan. Le trés avisé Khan assurait la protection des marchands, qui en
contrepartie s'acquittaient d'un octroi dans chaque ville ou ils passaient, proportionnel
au nombre de personnes, de chevaux, de chameaux et de dromadaires. De plus ils
devaient respecter les routes imposées et leur sens de circulation, comme indiqué par
ce graphe:

e Les cercles figurent les villes et leurs contenus le prix de l'octroi en roupies ;

e Les fleches montrent les routes possibles avec le sens a respecter.

Figure 1 : carte des octrois du royaume d’Ekuidistan (en roupies).

Les trois chefs-caravaniers, Po-Lo, Ja-Ko et Ar-No, remettent leurs rapports annuels a
leur maitre Sa-Shah :

« Nous avons sillonné tout le pays et amassé de grandes fortunes. Chacun menait sa
caravane. Nous sommes partis de trois villes différentes, puis aprés de longs mois, nous
sommes revenus a nos points de départ. Po-Lo a payé un total de 1 514 roupies
d'octroi au Grand Khan. Ja-Ko : 1 824 roupies. Et Ar-No : 1 716 roupies. » Sa-Shah
regarde gravement la carte des octrois et les notes de frais. Il demande : « Avez-vous
embauché ou débauché du personnel en cours de route ?

— Non'!

— Avez-vous vendu ou acheté des bétes ?

— Non ! »

Sa-Shah, aprés un pesant silence, annonce : « Je vous félicite du magnifique travail
accompli, cependant je constate avec une infinie tristesse que 'un de vous s'est trompé
dans ses comptes ! »

Comment le savant Sa-Shah a-t-il pu détecter aussi rapidement une erreur ? Qui
passera sa nuit a corriger ses notes de frais ?
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La carte’constitue un exemple de graphe cqnstntué de nceuds pour/symboliser les villes
et d'arcs orientés pour les routes avec leur ljens de circulation.Gi 'onva d'une ville a une
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parler 0 d'un chemin. Normalement ce§ colts sont attachés aux arcs. Le Khan a
simplifié Tedr écxiture en les écrivant dans les ndeuds. Un graphe plus rigoureu
suivant :
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Figure 2 : carte corrigée octrois du royaume d'Ekuidistan (en ro

Sur cette seconde carte, les valé sont portées par les afrcs. On(cohgﬁt@ un cas
particulier intéressant : chaque villefvoit>le méme (o?tron‘;quel que soit le chemin «¢
darrivée : toutes les fleches arrivantes porte la méme valeur. Le premier graphe e -

est dong une représentation simplifiée du second. v
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e sage Sa- Shah étudle d6nc_lei,.w&(s des trois circuits de ses trois chefs-caravaniers
sur un graphe orienté. Crin

Propriete ge ces grapnes orientes

La carte des octrois est un graphe tout a fait ordinaire, mais guf /opofe une propriété .-
intéressante/que l'on developperd par la suite :




Si vous avez parcouru un circuit, vous aurez payé un codt divisible par 6.

O

¥ Et ceci quel que soit le point de départ choisi. Repasser plusieurs fois sdf le méme point
de départ ou augmenter le nombre d'étapes n‘altérent pas cette propriété. On note
toutefois que Sa-Shah reste attentif et vérifie que les parcours se font a effectifs
constants : chaque humain ou béte a fait un circuit complet.
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v Sa-Shah sesettvient qu'un nombre est divisible par 6 si et seulement s'il est divisible par
2 et par 3. Ces deux cas de divisibilité ne pose pas de probleme. Chaque total devra
vérifier deux critéres.

La premiére condition est respectée par les trois caravaniers car les trois sommes
avanceées sont paires.

Concernant la seconde condition, un nombre est divisible par 3 si la somme de ses
\v chiffres est JuT aussi divisible par 3 :
)

e Po-lo : 1514 roupies. Or 1+5+1+4 =11. Puis 1+1 =2 qui nest pas
divisible par 3.

e Ja-Ko: 1 824 roupies.Or 1 +8 + 2 4+ 4 = 15. Puis 1 + 5 = 6 divisible par 3.
e Ar-No:1716 roupies Or - ¢t o+ 6 = 15.Puisl +5=6 divisible par 3

w« Le procédé peut donc siterer, On-peu:-aus&l»—aﬂer plus vite er en-suppﬂmant en cours de
route les sommes partielles divisibles par trois. Par exemple, dans 1 +7 4+ 1 + 6, on

enléve 6 et on a une somme plus simple : 1 + 7+ 1 = 9 dont le résultat est divisible
par 3. Pour quelqu'un dentrainé et de rompu a ce genre dastuces, vérifier qu'un
nombre méme trés st divisible par 3 est rapide. Pour Ja-Ko et Ar-No, on ne peut
pas conclure a coup sur%v\ eur totale rigueur. lls auraient pu se tromper d'un montant
multiple deroig mais Sa-Sha
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Sa-Sha @_}e un outil mathematnque@nﬂsﬂncb des graphes. Ainsi de nombreux
systemes d'équations (équations linéaires, circuits electrlques) sont représentables par
des graphes. Ici, la carte des octrois repose sur ce qui est appelé le « probléeme de
Syracuse », le « probléme en (3z + 1)/2 » ou « probléme de Collatz ». On constitue
une suite de nombres en passant d'un terme X(a un aut’re-Y en respegtant les deux
régles suivantes :

ur laisse le bénéfice du doute. Cependant Po-Lo a
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1.Si X est pair, alorsY = X /2; K‘A\d«
2.SinonY = (3X +1)/2.

Ainsi pour 11, le terme suivant sera 17.\Si on répe&te l'opération on obtient :
17,26,13,20,10,5,8,4,2 et 1. On peut se demander si{{bn peut avoir un terme (en
réalité un circuit complet) qui se répete(a l'infini*On ne connait que g{« Circuits » fluwyy 4Ars .
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On remarque sur cette liste qu'un seul cy'c1i_=.§f(ou ircuity est connu pour les nombres——
strictement positifMtrois autres pour les nombres négatifs.
£

“

Il existe une propriété peu connue pour tous ces cycles (si par chance, on en trouvait
d’autres, eux aussi la respecteraient.). Elle est importante et démontrée en
bibliographie et en annexe.

et :
Pour un cycle, la sommeé‘des termes pairs Plet/égal a ¢ ;b@ des termes
impairs | plus le nombre N de ces termes impairs. ’R 5; 2

Soit la propriété remarquable :
P=I+N

En réalité on utilisera la propriété remarquable sous une seconde forme :
Pl = 0 (/.’W e PO 66 AN 7-\/ebt"l /C::%

Ou P reste la somme des termes pairs et I est la somme de tous les termes impairs
augmenté de 1@m grapheoisaura yne lecture rapide du codt d'un circuit,




La littérature abonde sur un probléme similaire et qui se définit par :

1.Si X est pair,alors Y = X/2;
2.SinonY = 3X + 1.
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Seule la régle 2 est modifiée. De nombreuxmnt disponibles sur le web. En

VOICi UN exempte :
2140 S140 5 o
O mon0 ¥2¢ Q
o ’ 2y o O Ymo ;oo .o ”bo
i 1“::0 ) WO L %S %
384 ”
"‘s“o' Va0 n0 mg "o "oo "o
O~ 0O @0
” bd \d"fO o2 - 2 £ %o’%
a“"‘o <9°0 1) »0 "Oo % O %o (o]
£ T#° %o 20 %
oof 7 ”g "ebtoo
O ¢ % O Z
Pof 0 (o} $ 0 %
s> O 30 > %
001-9 $ épj \tomo ’.’Oo " 'ﬁo %oos
giOO : K %O 3 % & gO
Al &f o . %%!
&
g ?? o R g .
=00 g o0 o 00 & (8)
gERE g8 o L
4 O' - oQ x
. % "y 88 85
E Q = ges 28
%%100 Q bk D 6806
oi g L% OOQ Oz O ¢ O#
i Qo Q, Qe o) & s o £
‘.}. 0% O 1as o O 00"‘0
08" P! S U T b Fps,D
% o) o's; Oz, Oer ” oo" o a.&f
O g O% O 134 Qe > . O
T e D e ¢
e £382 ot %
Oy 0O 0'0732 O w2e0 2808 (&)
Q' o O ‘\‘5‘

Orzgy 2215060200 Q31
™ Ocoony Quanao Qosas O**

Figure 3 : graphe du probléme en 3z + 1 (extrait).

Il s'agit d'un graphe orienté (il /faot/ y ajouter les fleches allant de l'extérieur vers le
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