
On peut voir la propriété d’érosion comme la capacité d’un automate cellulaire à e↵acer des “anoma-
lies” qui apparâıtraient en nombre fini sur une configuration toute blanche ou toute bleue.

L’automate cellulaire de la majorité sur le voisinage de von Neumann ne possède pas la propriété
d’érosion. En e↵et, si la configuration initiale est constituée de quatre cellules bleues disposées en carré,
avec uniquement des cellules blanches autour, cette configuration va rester inchangée au cours du temps.

L’automate cellulaire de la majorité sur le voisinage de Moore ne possède pas non plus de propriété
d’érosion, comme le montre la configuration représentée à droite dans la figure ci-dessous, dont on vérifie
qu’elle est stable au cours du temps.

Motifs stables pour les voisinages de Von Neumann (à gauche) et de Moore (à droite)

Mais les obstructions de ce type n’existent pas pour l’automate cellulaire de la majorité sur le voisinage
de Toom...

Proposition 1. L’automate cellulaire de la majorité sur le voisinage de Toom possède la propriété

d’érosion.

Démonstration. Considérons une configuration qui ne possède qu’un nombre fini de cellules bleues.
On peut tracer un rectangle de sorte que toutes les cellules bleues se trouvent à l’intérieur de ce rectangle.
À l’extérieur de ce rectangle, les cellules sont toutes blanches et on vérifie facilement qu’elles ont au moins
une de leur voisine blanche, au-dessus ou à droite. Donc à l’extérieur du rectangle, les cellules vont rester
blanches tout au cours de l’évolution de l’automate cellulaire. La cellule située dans le coin en haut à
droite du rectangle a alors nécessairement des cellule blanches au-dessus d’elle et à sa droite. Donc quelle
que soit sa couleur, on sait qu’après une étape de l’automate cellulaire, elle sera blanche et le restera. Si
on regarde les deux cellules à gauche et en-dessous, on peut alors être sûr qu’après une étape de plus, elles
seront blanches et le resteront. De même à l’étape suivante pour les trois cellules d’en-dessous, etc. Donc
si le rectangle est de taille m⇥ n, après m+ n étapes, toutes les cellules seront blanches, et le resteront.
⇤

En dimension 1, il existe aussi des automates cellulaires qui possèdent la propriété d’érosion. Les
exemples sont un peu plus compliqués. Un des plus simples est l’automate cellulaire GKL, proposé par
Gács, Kurdyumov, et Levin. Il est défini de la manière suivante.

- Si une cellule (repérée par l’indice n sur le ruban) est blanche, elle prend comme nouvelle couleur celle
qui est majoritaire parmi sa propre couleur, celle de sa voisine de gauche (cellule d’indice n� 1), et celle
de la cellule située trois places plus à gauche (cellule d’indice n� 3).
- Au contraire, si une cellule (d’indice n) est bleue, elle prend comme nouvelle couleur celle qui est
majoritaire parmi sa propre couleur, celle de sa voisine de droite (cellule d’indice n + 1), et celle de la
cellule située trois places plus à droite (cellule d’indice n+ 3).

Il est instructif de regarder opérer l’automate cellulaire GKL partant d’une configuration avec un
intervalle fini de cellule bleues sur un ruban blanc, comme représenté ci-dessous.
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