
ÉLECTRONS EN INTERACTION DANS UN MILIEU

ALÉATOIRE

FRÉDÉRIC KLOPP

1. Introduction

La physique de la matière condensée est la source de nombreux problèmes
mathématiques intéressants et, souvent, difficiles. Tous les domaines ma-
thématiques sont concernés, l’algèbre, la théorie des nombres, l’analyse, les
probabilités, etc. Dans ce texte, je vais présenter un modèle simple pour des
électrons en interaction dans un milieu aléatoire et comprendre l’état fon-
damental d’un tel système, c’est-à-dire, son état d’équilibre à température
nulle. Les questions que nous évoquerons seront essentiellement du ressort
de l’analyse et des probabilités. Avant de décrire le modèle qui va nous in-
téresser au premier chef, parlons un peu des questions de physique dont il
est issu.
Le problème du transport des électrons dans les solides est l’une des ques-
tions de physique de la matière condensée les plus anciennes ; c’est aussi
l’une des plus actuelles. En 1900, l’un des premiers modèles, celui de Drude
([2]) traitait les électrons comme des particules classiques... la mécanique
quantique n’était pas encore inventée ! Dans ce modèle, les interactions à
distance étaient négligées ainsi que celles avec le milieu ambiant.
Avec l’avènement de la mécanique

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Fig. 1. Un exemple de solide ordonné

quantique, les électrons devinrent
des ondes régies par l’équation de
Schrödinger. Le vide fut remplacé
par un milieu d’abord supposé pé-
riodique, un empilement périodique
d’atomes supposés immobiles dans
lequel se déplacent les électrons. On
commença par étudier les modèles
à une particule c’est-à-dire que l’on
négligea les interactions entre les é-
lectrons. Avec les avancées techno-
logiques et la création de nouveaux matériaux, en particulier, les semi-
conducteurs, les milieux dans lesquels on chercha à comprendre la conduction
électrique se firent plus compliqués: on introduisit la notion de milieux aléa-
toires ou solides désordonnés([1]).
Dans le même temps, on prit en compte les interactions entre les électrons
ainsi que d’autres interactions avec le milieu ambiant que le seul potentiel
électrostatique (phonons, etc).

1991 Mathematics Subject Classification. Un grand merci à Nikolaj Veniaminov
pour m’avoir permis de réutiliser certaines figures qu’il a réalisées.
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2. Les milieux désordonnés et la localisation : un modèle

simplifié

Les milieux solides qui nous intéressent sont des solides désordonnés. Ils
sont de bons modèles pour de nombreux matériaux réels comme les semi-
conducteurs, certains alliages, etc (voir [9]). L’un des exemples les plus
simples de solides désordonnés est celui des alliages : on considère un sub-
strat cristallin dont l’ordonnancement est périodique (voir la figure 1). On
substitue alors certains des atomes par des impuretés (voir la figure 2). Ma-
croscopiquement, on ne connâıt pas la position exacte des atomes substitués
mais seulement leur statistique ; par exemple, on sait qu’un atome sur deux
a été échangé. On parle alors de potentiel ou milieu aléatoire au sens où le
milieu est une réalisation d’un processus aléatoire.
Le modèle concret qui va nous oc-
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Fig. 2. Un exemple de solide désor-
donné

cuper est d’une nature un peu diffé-
rente. Le milieu aléatoire est unidi-
mensionnel et constitué d’une suite
d’intervalles contigus de longueurs
aléatoires que l’on appellera « piè-
ces ». La distribution des points dé-
limitant les pièces est poissonnienne
d’intensité 1, i.e., les points délimi-
tant les pièces sont le support d’un
processus de Poisson d’intensité 1.
Ceci peut se décrire de la façon sui-
vante (voir aussi la partie 2.1.2) :
pour L grand, avec une excellente probabilité,

– le nombre de pièces dans l’intervalle [0,L] est égal à L à une petite
erreur relative près,

– les longueurs des pièces sont distribuées identiquement et suivent une
loi exponentielle de paramètre 1 à une petite erreur près,

– les longueurs des pièces sont stochastiquement indépendantes.

2.1. Un modèle très simple de milieu aléatoire. Avant de définir notre
modèle très simple de milieu aléatoire, le modèle de Luttinger-Sy, rappelons
quelques éléments utiles sur le laplacien de Dirichlet sur un intervalle.

2.1.1. Le laplacien de Dirichlet sur un intervalle. Soit I = [0,ℓ] (ℓ > 0), un
intervalle, et considérons le problème aux valeurs propres suivant

(2.1)







− d2

dx2
ϕ(x) = λϕ(x), x ∈ I,

ϕ(0) = ϕ(ℓ) = 0.

La question est donc l’existence de solutions (λ,ϕ) où λ est un nombre com-
plexe et ϕ une fonction deux fois différentiable à valeurs complexes, non
identiquement nulle, solution de (2.1). Le problème (2.1) étant linéaire, à
chaque valeur propre λ est associé un espace vectoriel de fonctions propres
ϕ.
Le calcul explicite des solutions de l’équation différentielle ϕ′′ + λϕ = 0
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montre que le problème aux valeurs propres (2.1) a pour solutions les couples
(λk,ψk) tels que
(2.2)

λk =
(kπ)2

ℓ2
et ψk ∈ Vect(ϕk) = Cϕk où ϕk(x) =

1√
2ℓ

sin

(
π k x

ℓ

)

lorsque k parcourt les entiers naturels non nuls.
La théorie des séries de Fourier (voir [5]) montre que la famille (ϕk)k≥1 forme
une base orthonormée de L2(I), l’espace des fonctions de carré intégrable
sur I.
On peut alors définir le laplacien de Dirichlet sur I, noté ∆D

|I , comme l’opé-

rateur (linéaire) dont la matrice (infinie) dans la base (ϕk)k≥1 est la matrice
diagonale des éléments (−λk)k≥1. Cet opérateur linéaire est non borné : il
n’est pas défini sur tous les vecteurs de L2(I). Pour qu’un vecteur de L2(I),
disons u, soit dans le domaine de ∆D

|I , il faut et il suffit que ses coefficients

dans la base (ϕk)k≥1, disons (ûk)k≥1, satisfassent
∑

k≥1

|λk ûk|2 < +∞. On

vérifie alors que u est une fonction continûment différentiable qui s’annule
en 0 et en ℓ et dont la dérivée seconde au sens des distributions est de carré
intégrable sur [0,ℓ].

2.1.2. Le modèle de Luttinger-Sy. Dans R, on considère un processus ponc-
tuel de Poisson dµ(ω) d’intensité 1. Décrivons cette mesure aléatoire dµ(ω)
plus rigoureusement que dans le début de la section 2. C’est une mesure
ponctuelle qui affecte la masse unité à chacun des points de son support (i.e.
cette mesure est une somme de masses de Dirac) telle que

– pour un intervalle I, la variable comptant le nombre de points tombés
dans I suit une loi de Poisson de paramètre |I|, la mesure de Lebesgue
de I,

– les variables aléatoires comptant les points tombés dans des inter-
valles disjoints sont stochastiquement indépendantes.

Soit (xk(ω))k∈Z le support de dµ(ω) (i.e., dµ(ω) =
∑

k∈Z

δxk(ω)), les points

(xk(ω))k∈Z sont ordonnés de façon croissante.
Sur L2(R), on définit le modèle de Luttinger-Sy (ou modèle des pièces,
voir [11, 10]) de la façon suivante. Pour L > 0, on définit l’intervalle Λ =
ΛL =]0,L[. On considère les points de {xk(ω); k ∈ Z} tombés dans Λ :
0 < xk−(ω) < xk−+1(ω) < · · · < xk+−1(ω) < xk+(ω) < L où k− =
min{k; xk > 0} et k+ = max{k; xk < L}. Ces nombres sont aléatoires.
On pose xk−−1 = 0 et xk++1 = L. On définit alors la k-ième pièce comme
∆k(ω) :=]xk(ω),xk+1(ω)[. Le modèle des pièces sur l’intervalle [0,L] est alors
donné par la somme directe orthogonale suivante :

(2.3) Hω(L) = Hω(Λ) =
⊕

k−−1≤k≤k+

−∆D
|∆k(ω)

.

Pour simplifier, dans la suite, on appelle m(ω) le nombre de pièces dans
[0,L] et on renumérote les pièces de 1 à m(ω). On sait qu’avec une très

bonne probabilité, on a m(ω) = L+O(L2/3).
Sur la figure 3, on a représenté les pièces en abscisse et les énergies autorisées
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dans chaque pièces en ordonnée. Dans chaque pièce, les niveaux d’énergies
autorisés pour les électrons sont quantifiés : ce sont les valeurs propres du
laplacien de Dirichlet sur l’intervalle données par (2.2).
Il est clair que l’on peut définir la limite de Hω(L) quand L → +∞ de la
façon suivante :

(2.4) Hω =
⊕

k∈Z

−∆D
|∆k(ω)

.

C’est un opérateur essentiellement auto-adjoint sur L2(R). En utilisant les
propriétés ergodiques du processus de Poisson, on vérifie simplement que le
spectre de Hω ne dépend presque sûrement pas de ω. De plus, Hω n’a pas
de spectre continu : son spectre est constitué uniquement de valeurs propres.
En effet, Hω s’écrit comme la somme directe d’opérateurs n’ayant que du
spectre ponctuel. Enfin, la formule explicite des valeurs propres du laplacien
de Dircihlet sur un intervalle (voir (2.2)) et la définition du processus de
Poisson (voir la description des longueurs des pièces donnée juste avant la
partie 2.1) montre que, presque sûrement, les valeurs propres de Hω sont
dans la demi-droite [0,+∞[.
D’autre part, presque sûrement, les fonctions propres associées aux valeurs
propres de Hω sont toutes à support compact : chaque fonction propre est
associée à une pièce et elle est supportée dans cette pièce.

Les propriétés que nous venons de

0 L

espace

én
er
g
ie

Fig. 3. Le milieu aléatoire et les ni-
veaux d’énergie autorisés

voir pour le modèle de Luttinger-Sy
(à savoir, que le spectre de l’opé-
rateur aléatoire est purement ponc-
tuel et que les valeurs propres sont
associées à des vecteurs propres qui
décroissent exponentiellement à l’in-
fini) sont partagées par de nombreux
modèles aléatoires ergodiques. Un
modèle aléatoire ergodique est une
famille d’opérateurs auto-adjoints
munie d’une structure de probabi-
lité et d’une relation permettant de
transporter l’action d’une famille de
transformations ergodiques sur la
structure de probabilité en l’action

d’une famille d’opérateurs unitaires. Ces modèles ont fait l’objet d’une étude
systématique (voir, par exemple, [6, 4]). Il est démontré de façon très gé-
nérale que le spectre ainsi que les composantes spectrales (les spectres pu-
rement ponctuel, absolument continu et singulier continu) sont les mêmes
pour presque tous les éléments de la famille.
Le fait que le spectre soit purement ponctuel dans certaines régions d’énergie
est appelé « localisation » : c’est un phénomène très général caractéristique
de la propagation des ondes dans les milieux désordonnés qui ne se limite
pas aux ondes régies par l’équation de Schrödinger (voir [9]). La localisation
a été démontrée mathématiquement pour de nombreux modèles aléatoires
(voir [4]).
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2.1.3. La densité d’états intégrée. La densité d’états intégrée du système
est définie de la façon suivante. On fixe une énergie E et un intervalle de
longueur L. Puis, on compte le nombre de niveaux d’énergie dans le système,
i.e., le nombre de valeurs propres de l’opérateur par unité de volume. Enfin,
on prend la limite L→ +∞. Ainsi, pour E ∈ R, on pose

N(E) = lim
L→+∞

#{valeurs propres de Hω(L) dans ]−∞,E]}
L

.

Pour le modèle de Luttinger-Sy, l’existence de cette limite découle de la loi
des grands nombres. En effet, pour ce modèle, quand L→ +∞, à une petite
erreur près, on peut considérer les pièces comme des quantités aléatoires
indépendantes ; en particulier, leurs longueurs sont des variables aléatoires
indépendantes suivant une distribution exponentielle de paramètre 1 (voir
la description donnée juste avant la partie 2.1). La loi des grands nombres
nous dit que, presque sûrement, le nombre de niveaux d’énergie de Hω(L)
inférieurs à E est asymptotique au nombre de pièces multiplié par l’espérance
du nombre de niveaux inférieurs à E contenus dans une pièce. Comme la
longueur d’une pièce suit une loi exponentielle de paramètre 1, la description
exacte du spectre d’une pièce (2.2) nous dit que la loi du nombre de niveaux
sous E contenus dans une pièce est

∀k ∈ N, P

({
une pièce ∆ contient exactement

k niveaux inférieurs à l’énergie E

})

= P

({
(πk)2

|∆|2 ≤ E <
(π(k + 1))2

|∆|2
})

=P

({
k π√
E

≤ |∆| < (k + 1)π√
E

})

=exp

(

− k π√
E

)

− exp

(

−(k + 1)π√
E

)

.

Ainsi, comme le nombre des pièces est asymptotique à L, la densité d’états
intégrée à l’énergie E est donnée par

N(E) =
∑

k≥1

k

(

e
− kπ√

E − e
−

(k+1)π
√

E

)

=
exp(−ℓE)

1− exp(−ℓE)
1E≥0 où ℓE :=

π√
E
.

(2.5)

La longueur ℓE est la plus petite longueur telle qu’une pièce de cette longueur
a une valeur propre inférieure ou égale à E.
Remarquons que comme la fonction N(E) est continue, la convergence dans
la limite (2.5) est uniforme par le théorème de Dini : les éléments de la suite
sont des fonctions croissantes et leur limite est continue (voir (2.5)).
En utilisant (2.2), on peut aussi facilement calculer la densité d’états pour
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le laplacien libre, i.e., quand le milieu aléatoire est absent:

N−∆(E) = lim
L→+∞

#{valeurs propres de (−∆)|[0,L] dans ]−∞,E]}
L

= lim
L→+∞

1

L
#

{

k ≥ 1;
(πk)2

L2
≤ E

}

= lim
L→+∞

1

L
#

{

k ≥ 1; k ≤
√
E

π
L

}

=

√
E

π
1E≥0.

Les deux fonctions N et N−∆ sont, bien sûr, croissantes; elles sont aussi
continues et s’annulent sur ]−∞,0[. Il est intéressant de noter que l’annula-
tion en 0 (qui est le bord du spectre presque sûr du modèle (2.4)) des deux
densités d’états intégrées est très différente: la densité d’états du modèle
aléatoire s’annule exponentiellement vite en 0 alors que celle du laplacien
libre ne s’annule que polynomialement.

L’existence de la densité d’états intégrée peut être démontrée pour de
nombreux modèles aléatoires ergodiques (voir [6, 4]). La décroissance expo-
nentielle de la densité d’états intégrée au bord du spectre presque sûr porte
le nom d’« asymptotique de Lifshitz »; c’est la première des caractéristiques
des systèmes aléatoires localisés ; elle est typique des modèles aléatoires et a
été démontrée pour de nombreux modèles (voir [7]). Dans le cas du modèle
de Luttinger-Sy traité ci-dessus, on pourrait penser que l’asymptotique de
Lifshitz est dûe à la distribution exponentielle des longueurs des pièces dans
ce modèle. En fait, le phénomène sous-jacent est un phénomène de grande
déviation qui est typique des processus aléatoires.

3. La limite thermodynamique

On s’intéresse maintenant aux propriétés d’un système d’électrons en in-
teraction dans un milieu aléatoire que nous supposerons être décrit par le
modèle de Luttinger-Sy. On considère un grand échantillon d’un tel milieu,
disons, un intervalle Λ de longueur |Λ| dans lequel on place n électrons. On
veut étudier la limite thermodynamique du système, i.e., ce qui se passe
quand |Λ| et n croissent vers l’infini de façon que n/|Λ| tend vers ρ > 0.
Les électrons sont des fermions c’est-à-dire que ce sont des particules indis-
tinguables qui obéissent au principe d’exclusion de Fermi : un état quantique
donné ne peut contenir au plus qu’une particule. Ceci se traduit mathéma-
tiquement par le fait que les états du système sont décrits par des fonctions
(totalement) antisymétriques : si Ψ est la fonction d’onde de n particules
dont les coordonnées sont (x1, · · · ,xn) et que σ est une permutation de
{1, · · · ,n} de signature sign(σ), alors

Ψ
(
xσ(1), · · · ,xσ(n)

)
= sign(σ)Ψ (x1, · · · ,xn) , ∀ (x1, · · · ,xn) ∈ Λn.

3.1. Le hamiltonien de n particules. On définit l’espace des fonctions
antisymétriques de carré intégrable sur Λn

(3.1) H
n(Λ) =

n∧

j=1

L2(Λ).
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Sur cet espace, on considère l’opérateur

(3.2) H0
ω(Λ,n) =

n∑

i=1

1H ⊗ . . .⊗ 1H
︸ ︷︷ ︸

i− 1 fois

⊗Hω(Λ)⊗ 1H ⊗ . . .⊗ 1H
︸ ︷︷ ︸

n− i fois

,

c’est-à-dire, toutes les n particules se déplacent dans le même paysage aléa-
toire.
Les électrons interagissent. On va supposer que cette interaction se fait par
paire : chaque paire d’électrons génère une interaction répulsive (i.e. posi-
tive) ; mais les groupes de trois électrons ou plus ne créent pas d’interac-
tions supplémentaires (voir la forme du potentiel d’interaction total (3.5)).
De plus, comme nos particules sont des électrons, on supposera que l’in-
teraction est répulsive. On choisit ainsi une fonction U : R → R

+ bornée
et paire. Il sera également nécessaire de contrôler les interactions à longue
distance. On supposera pour cela que

(3.3) x3
∫ +∞

x
U(t)dt −−−−→

x→+∞
0.

Sur Hn(Λ), on considère l’opérateur

(3.4) HU
ω (Λ,n) = H0

ω(Λ,n) +Wn

où

(3.5) Wn(x
1, · · · ,xn) :=

∑

i<j

U(xi − xj).

On considère maintenant l’état fondamental de ce système ainsi que l’énergie
fondamentale. L’énergie fondamentale est définie par

(3.6) EU
ω (Λ,n) := inf

Ψ∈Dn
ω(Λ)

‖Ψ‖6=0

〈HU
ω (Λ,n)Ψ,Ψ〉
‖Ψ‖2

où

(3.7) Dn
ω(Λ) :=





⊥⊕

1≤k≤m(ω)

H1
0 (∆k(ω))





⊗n

∩ H
n(Λ).

En fait, l’infimum dans (3.6) est un minimum qui est atteint sur un sous-
espace vectoriel de Hn(Λ) de dimension finie. Tous les minimiseurs sont
appelés « états fondamentaux » du système.
La question principale est maintenant de calculer EU

ω (Λ,n) ainsi que de ca-
ractériser les minimiseurs de (3.6) quand |Λ| → +∞ et n/|Λ| → ρ où ρ > 0
est une constante fixée.
Comme nous allons le voir, quand l’interaction U est nulle, ce problème
est explicitement résoluble. On veut alors comprendre quelles sont les mo-
difications induites par les interactions. On veut en particulier comprendre
comment la densité ρ et les caractéristiques de l’interaction U (taille, vitesse
de décroissance à l’infini, etc) influent sur les états fondamentaux et l’énergie
fondamentale.
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3.2. Les matrices densité. L’une des difficultés que l’on rencontre lorsque
l’on étudie la limite thermodynamique est que, le nombre de particules aug-
mentant, le nombre de variables dont dépendent les fonctions d’ondes du
système augmente. Les particules composant le système étant identiques, on
peut les décrire en utilisant les matrices densité définies de la façon suivante.
Considérons Ψ un état normalisé du système, i.e. Ψ ∈ Hn(Λ) et ‖Ψ‖ = 1.
La matrice densité à une particule de Ψ est l’opérateur sur H1(Λ) = L2(Λ)
dont le noyau est donné par

(3.8) γΨ(x,y) = γ
(1)
Ψ (x,y) = n

∫

Λn−1

Ψ(x,x̃)Ψ(y,x̃)dx̃

où x̃ = (x2, . . . ,xn) et dx̃ = dx2 · · · dxn.
La matrice densité à deux particules de Ψ est l’opérateur sur H

2(Λ) =
2∧

j=1

L2(Λ) dont le noyau est donné par

(3.9) γ
(2)
Ψ (x1,x2,y1,y2) =

n(n− 1)

2

∫

Λn−2

Ψ(x1,x2,x̃)Ψ∗(y1,y2,x̃)dx̃

où x̃ = (x3, . . . ,xn) et dx̃ = dx3 · · · dxn.
L’opérateur γΨ (resp. γ

(2)
Ψ ) décrit l’ensemble des particules (resp. des paires

de particules) dans le système.

Les deux opérateurs γΨ et γ
(2)
Ψ sont positifs et à trace (i.e. leur spectre est

discret et leurs valeurs propres sont sommables) ; si Tr désigne la trace d’un
opérateur, on calcule

(3.10) Tr γΨ = n et Tr γ
(2)
Ψ =

n(n− 1)

2
.

Lorsque n tend vers l’infini, on peut bien sûr de façon analogue définir des
matrices densité à k particules pour k arbitraire.

On peut maintenant envisager de définir simplement la limite de (γ
(1)
Ψn

)n≥1

ou (γ
(2)
Ψn

)n≥2 quand n tend vers +∞.

4. n électrons sans interaction dans un milieu aléatoire

On va commencer par construire l’état fondamental sans interaction ; on
calculera ensuite sa matrice densité à une particule. On obtiendra simulta-
nément l’énergie fondamentale sans interaction.

4.1. L’état fondamental sans interaction. La décomposition spectrale
du hamiltonien du système sans interaction H0

ω(Λ,n) (voir (3.2)) se calcule
assez facilement à partir de celle du hamiltonien à une particule Hω(Λ)
(voir (2.3)).
Pour ce faire, on appelle (EΛ

j,ω)j≥1 et (ϕΛ
j,ω)j≥1 respectivement les valeurs et

vecteurs propres associés de Hω(Λ). On suppose les valeurs propres ordon-
nées de façon croissante. Les formules explicites (2.2) montrent que, pour le
modèle de Luttinger-Sy, presque sûrement, les valeurs propres sont toutes
simples.
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Fixons maintenant ω et 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jn des entiers et définissons
l’état

Ψ(x1, · · · ,xn) =
(

n∧

k=1

ϕΛ
jk,ω

)

(x1, · · · ,xn)

=
1√
n!

Det
((
ϕΛ
jk,ω

(xk)
))

1≤j,k≤n

(4.1)

où  = (j1, · · · ,jn). Un état de cette forme est appelé « déterminant de
Slater ».
La fonction Ψ est bien sûr totalement antisymétrique : c’est donc un état
de Hn(Λ). De plus, un calcul simple montre que

(

H0
ω(Λ,n)−

n∑

k=1

EΛ
jk,ω

)

Ψ = 0.

Enfin, comme (ϕΛ
j,ω)j≥1 forme une base orthonormée de L2(Λ), on vérifie

que la famille (Ψ)1≤j1<j2<···<jn forme une base orthonormée de Hn(Λ).
Ainsi, H0

ω(Λ,n) est « diagonal » dans cette base : ses valeurs propres sont les
nombres

(
n∑

k=1

EΛ
jk,ω

)

1≤j1<j2<···<jn

associés aux vecteurs propres (Ψ)1≤j1<j2<···<jn .
Comme les valeurs propres sont ordonnées de façon croissante, l’état fonda-
mental de H0

ω(Λ,n) est l’état Ψ(1,2,··· ,n) et il est associé à l’énergie fondamen-
tale

E0
ω(Λ,n) =

n∑

j=1

EΛ
j,ω.

Comme les valeurs propres de Hω(Λ) sont simples presque sûrement, l’état
fondamental est simple, i.e., quand U ≡ 0, le minimiseur dans (3.6) est un
espace vectoriel de dimension 1 presque sûrement.

4.2. L’asymptotique de l’énergie fondamentale par particule. Cal-
culons maintenant l’asymptotique de E0

ω(Λ,n). Pour cela, considérons la
fonction croissante, constante par morceaux

E 7→ NΛ,ω(E) =
#{valeurs propres de Hω(Λ) dans ]−∞,E]}

L
.

Remarquons que, par définition de EΛ
n,ω (comme les valeurs propres de

Hω(Λ) sont simples), on a

Nω,Λ(E
Λ
n,ω) =

n

L
.

Comme, presque sûrement, Nω,Λ converge vers N uniformément (voir (2.5))

et que n/L converge vers ρ quand L→ +∞, on voit que EΛ
n,ω converge vers

Eρ, l’unique solution de N(E) = ρ. L’énergie Eρ s’appelle l’énergie de Fermi
9



du système.
De même, presque sûrement, on calcule

1

n

n∑

j=1

EΛ
j,ω =

L

n

∫ EΛ
n,ω

−∞
E dNΛ,ω(E) −−−−−→

L→+∞
n/L→ρ

1

ρ

∫ Eρ

0
E dN(E).

On obtient ainsi que, dans la limite thermodynamique, l’énergie fondamen-
tale par particule du système sans interaction converge vers

E0(ρ) :=
1

ρ

∫ Eρ

0
E dN(E).

4.3. La matrice densité à une particule de l’état fondamental. Pour
ce qui concerne l’état fondamental, on calcule sa matrice densité à une par-
ticule explicitement pour obtenir

γΨ0
ω(Λ,n)

=
n∑

j=1

γϕΛ
j,ω

= 1]−∞,EΛ
n,ω ]

(Hω(Λ))

i.e. la matrice densité à une particule de l’état fondamental est le projecteur
spectral de Hω(Λ) sur l’intervalle d’énergie ] − ∞,EΛ

n,ω]. Ainsi, l’opérateur
γΨ0

ω(Λ,n)
converge au sens fort vers le projecteur spectral de Hω sur l’inter-

valle d’énergie ] − ∞,Eρ]. On voit donc que dans l’état fondamental, pour
le système sans interactions, dans la limite thermodynamique, les particules
occupent tous les états disponibles sous l’énergie de Fermi Eρ (voir la fi-
gure 4).

À l’énergie de Fermi, on peut as-
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ie

Fig. 4. L’énergie de Fermi

socier la longueur de Fermi : c’est
la longueur minimale que doit avoir
une pièce afin d’avoir au moins un
niveau d’énergie sous l’énergie de
Fermi. Celle-ci existe car les niveaux
d’énergie d’une pièce sont des fonc-
tions décroissantes de la longueur
de cette pièce. Notons la ℓF .
On sait alors que dans l’état fonda-
mental du système sans interaction,
une pièce de longueur inférieure à
ℓF ne porte pas d’électron. La loi
exacte des niveaux d’énergie d’une
pièce entrâıne qu’une pièce de lon-

gueur comprise entre kℓF et (k + 1)ℓF , (k + 1)ℓF exclue, porte exactement
k électrons. On peut alors représenter l’état fondamental du système sans
interaction de la façon suivante : en abscisse, on place les longueurs possibles
pour une pièce et, en ordonnée, le nombre d’électrons contenu dans une telle
pièce (dans l’état fondamental du système sans interaction). On obtient la
figure 5.

10



k

2
1

2ℓF 3ℓF kℓF (k + 1)ℓFℓF

Fig. 5. La répartition des électrons dans l’état fondamental
du système sans interaction

5. n électrons en interaction dans un milieu aléatoire

On veut maintenant comprendre ce qui se passe lorsque l’on tient compte
des interactions entre les électrons. Les électrons étant de même charge, ces
interactions sont répulsives c’est-à-dire que l’énergie du système augmente
quand on tient compte des interactions. Rappelons que l’on a supposé que
les interactions se font par paire. Pour simplifier, nous commencerons par
supposer que l’interaction entre deux électrons est nulle si ces deux élec-
trons sont suffisamment éloignés l’un de l’autre, i.e., que U dans (3.4) est
à support compact. Nous discuterons le cas plus général, celui quand seule
l’hypothèse (3.3) est satisfaite un peu plus tard.

Si on part de l’état fondamental sans
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Fig. 6. Interaction entre les électrons

interaction et que l’on « allume »

les interactions, les électrons inter-
agissent, en particulier ceux vivant
dans la même pièce (voir la figure 6).
Il peut donc être plus économique
énergétiquement d’éloigner les uns
des autres certains électrons quitte
à créer un état dont l’énergie dans
le système sans interaction ne sera
plus minimale : pour un système don-
né, un gain en énergie d’interaction
peut compenser une perte en éner-
gie sans interaction (voir la figure 7).
Ceci ne concerne bien sûr que les

électrons qui interagissent avec d’autres électrons : comme le potentiel d’in-
teraction a un support borné, tous les électrons de l’état fondamental sans
interaction disposés dans des pièces suffisamment éloignées de toutes les
autres pièces portant un électron ne seront pas affectés par les interactions.
L’éloignement minimal dépendra du potentiel d’interaction.

5.1. L’énergie fondamentale par particule. Le premier résultat garan-
tit l’existence d’une limite thermodynamique pour n−1EU

ω (Λ,n).
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Fig. 7. Dissociation d’une paire d’électrons

Théorème 5.1 ([8]). Sous nos hypothèses, la limite existe presque sûrement

et dans L1
ω

(5.1) EU (ρ) := lim
L→+∞
n/L→ρ

EU
ω (Λ,n)

n
.

De plus, celle limite est indépendante de ω.

L’existence de la limite thermodynamique pour l’énergie fondamentale par
particule peut être démontrée pour des systèmes assez généraux (voir [3, 13,
12]).
Nous avons vu que l’énergie E0(ρ) se calcule explicitement en terme de la
densité d’états du modèle des pièces (voir la partie 4.2). Dans le cas des
systèmes en interaction, on obtient un développement asymptotique à deux
termes quand ρ est petit, soit,

Théorème 5.2 ([8]). Soit ρ > 0. Sous nos hypothèses, quand ρ est assez

petit, on calcule

EU (ρ) = E0(ρ) + π2
(

1− exp
(

− γ

8π2

)) ρ

| log ρ|3 + o
(
ρ| log ρ|−3

)
(5.2)

et

E0(ρ) = Eρ

(

1 +O
(√

Eρ,µ

))

=
π2µ2

|log ρ|2
(

1 +O

(
1

| log ρ|

))

(5.3)

où γ est une constante positive dépendant seulement de U définie dans la

Proposition 5.3.

Proposition 5.3 ([8]). Considérons deux électrons dans [0,ℓ] en interac-

tion à travers le potentiel U vérifiant nos hypothèses, i.e., sur H2([0,ℓ]) =
L2([0,ℓ]) ∧ L2([0,ℓ]), on considère l’opérateur

(5.4)
(

−∆D
x1|[0,ℓ]

)

⊗ 1H + 1H ⊗
(

−∆D
x2|[0,ℓ]

)

+ U(x1 − x2)

avec conditions au bord de Dirichlet.

Pour ℓ grand, EU ([0,ℓ],2), l’énergie fondamentale de cet opérateur admet le

développement asymptotique suivant :

(5.5) EU ([0,ℓ],2) =
5π2

ℓ2
+
γ

ℓ3
+ o

(
1

ℓ3

)

où γ = γ(U) > 0 si U n’est pas identiquement nul.
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Le développement (5.2) montre alors que, pour ρ petit, le premier terme de
correction ne dépend que des interactions entre deux particules vivant dans
la même pièce. Ceci sera expliqué par la description de l’état fondamental.

5.2. La matrice densité à une particule des états fondamentaux.

5.2.1. Unicité de l’état fondamental. Par construction, il n’y a pas de prin-
cipe de prolongement unique pour le modèle des pièces, la réunion des pièces
n’étant pas connexe; ainsi, on ne s’attend pas en toute généralité à l’uni-
cité de l’état fondamental, même si on peut espérer que celui-ci soit unique
presque sûrement comme dans le cas du système sans interaction.
Quand on tient compte des interactions, on peut démontrer le

Théorème 5.4 ([8]). Supposons que le potentiel d’interaction U est réel

analytique. Alors, presque sûrement, pour tout L et n, l’état fondamental

HU
ω (L,n) est unique.

5.2.2. Description des états fondamentaux. Pour simplifier la description,
nous supposerons maintenant que U a un support compact (auquel cas on
ne sait pas si l’état fondamental est unique ou non). La description reste va-
lide lorsque le potentiel d’interaction décrôıt suffisamment vite à l’infini, par
exemple, de façon exponentielle avec un taux de décroissance assez grand.

Pour une pièce ∆k(ω), on appelle ζj∆k(ω)
le j-ième vecteur propre normalisé

de −△D
|∆k(ω)×∆k(ω)

+ U agissant sur
2∧

j=1

L2(∆k(ω)) (on suppose que les va-

leurs propres sont ordonnées de façon croissante). Remarquons que, si U = 0,

cet état à deux particules s’écrit aussi ζ1,U=0
∆k(ω)

= ϕ1
∆k(ω)

∧ϕ2
∆k(ω)

(voir (4.1)).

On définit la matrice densité à une particule suivante :

γΨopt
Λ,n

=
∑

ℓEρ−ργ∗≤|∆k(ω)|≤2ℓEρ−log(1−γ∗)

γϕ1
∆k(ω)

+
∑

2ℓEρ−log(1−γ∗)≤|∆k(ω)|

γζ1
∆k(ω)

.

On démontre

Théorème 5.5 ([8]). Il existe ρ0 > 0 et C > 0 tels que, pour ρ ∈ (0,ρ0),
presque sûrement, on a

lim sup
L→+∞
n/L→ρ

1

n

∥
∥
∥γΨU

ω (Λ,n) − γΨopt

Λ,n

∥
∥
∥
tr

≤ C
ρ

| log ρ| .

Le Théorème 5.5 donne la distribution dans les différentes pièces (au sens
de la figure 5) des électrons constituant l’état fondamental du système en
interaction, ceci à une erreur de taille O(nρ/| log ρ|) près, i.e., il y a au plus
O(nρ/| log ρ|) particules qu’on ne contrôle pas.
On ne sait donc pas calculer la distribution de façon aussi précise que lorsque
les interactions sont nulles mais, si on se restreint aux pièces de longueur
inférieure à 3ℓF , on obtient la figure 8 où

γ∗ = 1− exp
(

− γ

8π2

)

.

On montre que le nombre d’électrons contenu dans les pièces de longueur
supérieure à 3ℓF est de taille ρ2n ; donc, quand ρ est petit, il est petit par
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rapport à n, le nombre total d’électrons. La figure 8 décrit donc la plupart
des électrons. On y voit que, dans les pièces de longueur comprise entre 2ℓF
et 2ℓF − log(1−γ∗), pièces qui contenaient deux électrons dans l’état fonda-
mental du système sans interaction, on a retiré un électron pour le replacer
dans une pièce de longueur comprise entre ℓF−γ∗ρ et ℓF , pièces qui ne conte-
naient aucun électron dans l’état fondamental du système sans interactions.
Cette description permet alors de calculer l’énergie de l’état fondamental

2
1

ℓF − γ∗ρ
2ℓFℓF 3ℓF
2ℓF − log(1− γ∗)

Fig. 8. La distribution des électrons dans l’état fondamental
du système en interaction

du système en interaction : on obtient l’asymptotique de la correction à ap-
porter à l’énergie de l’état fondamental du système sans interaction, i.e., le
Théorème 5.2 quand U est à support compact.

On peut aussi étudier ce qui se passe quand le support des interactions
n’est pas borné sous l’hypothèse (3.3). Quand l’interaction entre deux élec-
trons décrôıt au moins aussi vite que la puissance quatrième de la distance
les séparant, l’état fondamental est encore à peu près décrit par la figure 8
à une modification près : dans les pièces de longueur inférieure à ℓF , la dis-
tribution des électrons va être modifiée pour optimiser les interactions à
grande distance. On peut alors montrer que ce changement n’a pas d’effet
sur le terme principal de la correction de l’énergie fondamentale ; ceci donne
le Théorème 5.2 sous l’hypothèse (3.3).
Lorsque l’hypothèse (3.3) n’est plus vérifiée, le développement en ρ de EU (ρ)
devrait être modifié : la correction principale ne viendra plus de la dissocia-
tion des électrons vivant par paires dans de grands pièces mais du reposi-
tionnement des électrons vivant seuls dans leur pièce.
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