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RECHERCHES sur I'EXPONENTIATION des CARDINAUX

PREREQUIS

Le systeme d'axiomes dans lequel je me place est ZF + AC. Par contre, rien n'est présupposé en
ce qui concerne I'nypothése du continu, généralisée ou pas et la porte reste ouverte a toutes
éventuelles futures découvertes d'ensembles, constructibles ou pas, dont le cardinal s'intercalerait
strictement entre celui d'un quelcongue autre ensemble et celui de son ensemble des parties.

Je ne considere a priori dans cet exposé que des cardinaux infinis.
Je m'appuie par ailleurs sur les pré-requis ci-dessous déja établis :

(#A = # B) & (il existe une bijection de A sur B)

(# A < # B) & (il existe une injection de A dans B)

tout ensemble de cardinaux est bien ordonné par la relation **<** définie ci-dessus

toute partie non vide d'un ensemble bien ordonné admet un plus petit élément

toute partie non vide d'un ensemble bien ordonné admet une borne supérieure

a et B étant des cardinaux infinis, ils admettent les régles d'arithmétique suivantes, a savoir :

pour tous cardinaux infinisaetp a+p=a.p=max (a, B)
pour tout cardinal infini a a<2%ta* = 2¢
tout ensemble infini de cardinal @ admet a* cad 2% parties équipotentes a lui
et enfin : pour tous cardinaux a; et B;, et pour tout ensemble I,
si Viel o < By, alors Yo < [lier Bi (théoreme de Konig)

On considére deux cardinaux e et p infinis avec la simple hypothése : a < .
Il vient aussitot : 2 < 2P

Le but non évident de cette étude est de prouver sans HCG que 2° < 2F |

ou ce qui est équivalent que a® < B,

ou encore au fait que si A et B sont des ensembles dont les ensembles des parties sont
équipotents, alors ils le sont eux-mémes.
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REFLEXION sur HC et HCG

Il'y a deux fagcons d'appréhender I'nypothese du continu HC et sa généralisation HCG.

La premiere interprétation est :

pour HC:  «il n'existe pas de cardinal entre X /et X »
etvie N, pour HCG: «il n'existe pas de cardinal entre X et X. _»
et par conséquent :

pour non HC : « il existe au moins un cardinal entre X et X_ »

etvie N, pournon HCG: « il existe au moins un cardinal entre X, et 8. »

Puisqu'a I'heure actuelle, on n'a jamais réussi a exhiber le moindre cardinal entre deux "alef"
successifs, je comprends que I'on puisse privilégier cette premiére version.

La seconde interprétation est :

pour HC et HCG :  «il estimpossible qu'il y ait un cardinal entre X, et X,  »
et donc:

pour non HC et non HCG : « il est possible qu'il y ait un cardinal entre Ni et NM »

Cette seconde interprétation et en particulier sa négation parait a priori beaucoup plus ouverte car
elle laisse le champ libre a toutes les possibilités.
L'existence et la non existence d'un cardinal intermédiaire entre Ni et Ni+ | restent toutes les deux

des alternatives envisageables tout en sachant que la situation peut ne pas étre identique pour
tous les rangs i dans N.

Opter pour HCG impose la méme réponse pour tous les rangs i dans N et ferme des champs de
recherche.

Par contre, opter pour non HCG avec la seconde interprétation autorise autant I'existence que la

non existence de cardinaux intermeédiaires. De plus, en cas d'existence, elle nous conduit a nous
intéresser aux conséquences qui peuvent en résulter .
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EXPOSE du RESULTAT FONDAMENTAL

Lemmel: pour tout cardinal o infini : #{AA<da=a

c'est-a-dire que le cardinal de I'ensemble des cardinaux inférieurs ou égaux a un cardinal infini
donné est égal a ce cardinal.

Justification

Pour évaluer la quantité de cardinaux qui sont inférieurs ou égaux a un cardinal a infini donné, il
suffit de remarquer que : lea 1=«

Corollaire : entre deux cardinaux a et p avec a < B, il ne peut pas y avoir strictement plus de
cardinaux que .

Théoreme 1 : Pour tous cardinaux infinisa et B, si a <p , alors 2* < 28 .
Démonstration

Partons de deux cardinaux a et B infinis avec comme simple hypothese : a < .

Considérons deux ensembles A et B disjoints dont les cardinaux respectifs sont a et .
SoitC=AUB.llvient:#C=a+p=p
Les ensembles des parties P(A) et P(C) sont de cardinaux respectifs 2% et 28 |

Désignons par | I'ensemble des cardinaux inférieurs ou égaux a et a et par J celui des cardinaux
inférieurs ou égaux a g .

Dapreslelemmel: #1=a,#J=p.Etpuisque a<p,ona Ic,J.

Nous allons définir un bon ordre sur C de la fagon suivante :

Munissons tout d'abord sa partie A d'un bon ordre et indexons ses éléments x ainsi : xg ,
X1,X2, .., Xj,... aveCc Xg <X1 < X3 <, ..., < Xj < Xjp1 <---pouri€l.

Complétons le bon ordre de C déja établi pour sa partie A par un bon ordre sur B en décidant que
I'élément minimum de B est un majorant strict de A.

Ainsi B majore globalement A . Les éléments y de B sont indexeés ainsi : yo, y1,¥2, -, ¥}, ¥j+1 s -

avecyp < y1 < y2 <, ..., < ¥j < Yj41 < --pourj €] etdeplus: VieIethe],xi<yi.
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Dans A, considérons I' élément minimum x, et nommons Ly I'ensemble des parties de A qui
contiennent x .

Nommons ensuite L I'ensemble des parties de A\ {x,} qui contiennent x4 ,

puis L, I'ensemble des parties de A \ {x,, x;} qui contiennent x ,

puis par récurrence transfinie, L;,.; I'ensemble des parties de A \ {xy,k < i} qui contiennent

Xi+1 -

Onaalors: 2P(A)=UjerL;

silonpose A;=#L;, il vient #PA) = Yier i 1)
or: Viel, A <a et par conséquent  Viel,A; <P 2
d'autre part  # P(A) = 2¢

Considérons maintenant une famille de cardinalit¢ B densembles Bg By, ...,Bj,.. eux—
mémes de cardinalité p , n'ayant deux a deux aucun élément commun, et indexés pour j €] .
Cette famille admet une sous-famille de cardinalité a avec les mémes ensembles mais en limitant
leur indexation a | .

On peut alors définir : L produit cartésien des B; pouri € I soit L = [[;er B;
et M produit cartésien des Bjpour j €] soit M = [];g B]_

Onaalors:: #L = [liaaB = B* 3)
et: # M =Tl B=p* =2F=#P(B) (4)

D'apres le théoreme de Konig et avec (1) (2) et (3) et puisque les 4; sont strictement inférieurs a
B,(2)ona:

Yiethi <Ilier B soit  #P(A)<#L ®)
de plus puisque 1 ¢ J [Tici B < [ljg B soit #L<#M (6)
d'ou d'apres (5) et (6) , Yiaer A <[ljg B soit #PA)<#M (7
et enfin d'aprés (4) : #PA)< # M= #P(B) (8)
c'est-a-dire : 20 < 2P
Il semble donc que I'on ait bien prouvé que : a<p = 2%< 2B 9

Corollaires (9a) a (12)

a et B jouant des roles symétriques, la contraposée de (9) donne immédiatement le corollaire
suivant qui constitue une régle de simplification importante dans lI'arithmétique des cardinaux :

20=2F = o= (CEY)
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ou ce qui revient au méme

a® = Bﬁ > o= ﬁ (gb)
et enfin
PA)~PB) & A~B (9¢)
dans ce cas on a méme a*=BF = a*= af = p* =gk

De méme, on peut déduire facilement la réciproque de (9)

20< 2B = a<p (10)

En effet, a partir de 2% < 2P | il suffit d'envisager successivement chacune des trois conclusions
possibles a > B, a =B , et a < B pour s'apercevoir que seule la troisiéme ne conduit pas a une
contradiction.

Finalement, en combinant (9) et (10)

29< 28 o a<p (11)

et d'aprés (9b)

20=2F & a=8 (12)

Conséquence :
Si I'on accepte I'idée qu'il puisse exister un cardinal a strictement compris entre deux cardinaux
"alef" successifs A; et A;,1, alors il en existe un autre, a savoir 2% qui se trouve strictement

comprisentre A;,1 etAj 2.

Plus généralement, s'il existe y tel que a <y <p ,alors 2% < 2Y < 2B,
Y el g Y



