I - CONIQUES

DEFINITION  On appelle conique 'ensemble des centres des cercles passant par un point fixe F'
et tangent a un cercle fixe (F’,2a) (a > 0) ou a une droite fixe A ne contenant pas F.

On appellera foyer le point fixe, cercle directeur le cercle fixe et directrice la droite fixe.

— si F et F’ sont confondus, I'ensemble est le cercle (F,a),

— si F est a l'intérieur du cercle (F”,2a) on obtient une ellipse,

si F est a l'extérieur du cercle (F’,2a) on obtient une hyperbole,

— si c’est une droite fixe, on obtient une parabole.

Cas limites :

— si a = 0, 'ensemble est une droite, la médiatrice de FF”,

— si le cercle directeur passe par F', I’ensemble est la droite F'F”,

— si la directrice passe par F', I’ensemble est la droite orthogonale & A passant par F'.

A tout point M de la conique, correspond un point de contact ® et un seul ou le cercle (M, MF) est
tangent au cercle (F’,2a) ou a A.

Inversement, si 'on se donne un point de contact ® sur le cercle directeur ou la directrice, on peut
construire facilement le point M tel que le cercle (M, M F') soit tangent en ® au cercle (F’,2a) ou a A .

e Dans le cas du cercle directeur, le point M est le point d’intersection de F'® et de la médiatrice de
F®. Le seul cas ot ’on n’obtient pas de point M a lieu lorsque ces droites sont paralléles, ce qui n’est
possible que dans le cas de I'hyperbole.

o

i =

ellipse hyperbole



L 2

e Dans le cas de la directrice, le point M est l'intersection de la médiatrice de F'® et de la droite
orthogonale & A passant par ®.

A

parabole o

Remarque : on peut dire également qu’une parabole est ’ensemble des points équidistants d’un point
fixe I et d’une droite fixe A.

Coniques a centre

Ce sont les coniques autres que les paraboles. Les foyers sont les points F' et F”. Ils jouent des roles
symétriques d’aprés le théoréme suivant.

THEOREME  L’ensemble des points M dont la somme des distances a deux points fixes F' et F’
est constante et vaut 2a est une ellipse de foyer F et de cercle directeur (F’,2a) et réciproquement.

L’ensemble des points M dont la valeur absolue de la différence des distances a deux
points fixes F' et F’ est constante et vaut 2a est une hyperbole de foyer F' et de cercle directeur
(F',2a) et réciproquement.

Etudions par exemple le cas de ellipse. Soit M tel que
MF + MF' = 2a
et soit le cercle de centre F’ et de rayon 2a. La droite M F’ coupe le cercle en ®. On a
F'®=2a.

Donc
M®=2a— MF' =MF

et M est le centre du cercle passant par F et tangent a (F’,2a) en ®. Il en résulte que M est sur
Pellipse de foyer F' et de cercle directeur (F’,2a).
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Réciproquement, si M est un point de cette ellipse, on a
MF=M®

et donc

MF+MF =M®+ MF' =2a.

On a une démonstration analogue dans le cas de 'hyperbole. On peut remarquer que I'hyperbole
comporte deux branches :
— les points tels que

MF — MF = 2a

qui sont du méme coté de la médiatrice de FF' que F,
— les points tels que
MF — MF' =2a

qui sont du méme coté de la médiatrice de F'F' que F’.
Aucun point ne peut se trouver sur la médiatrice.

Symétries - Sommets

DEFINITION  On appelle sommet d’une conique, les points situés sur un axe de symétrie de la
conique.

Il résulte des définitions des ellipses et hyperboles qu’elles ont deux axes de symétrie : 'axe focal F'F’
et la médiatrice de F'F’. Elles ont donc un centre de symétrie qui est le milieu O de FF’. On posera

FF' =2c
la distance focale, et donc
OF =0OF' =c.
On constate qu’il existe deux sommets A et A’ situés sur ’axe focal. Ils sont a I'extérieur de F'F’ dans

le cas de D'ellipse et compris entre F' et F’ dans le cas de I’hyperbole.

Dans les deux cas
OA=0A =a,

puisque 'on doit avoir
AF + AF' = AF + A'F' = 2a

dans le cas de I'ellipse et
|AF — AF'| = |A'F — A'F'| = 2a

dans le cas de I’hyperbole.

On peut alors caractériser les coniques a centre par la valeur du rapport ¢/a :
— les ellipses correspondent au cas ol ¢/a < 1,
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— les hyperboles correspondent au cas ou ¢/a > 1.
Le cercle, cas particulier de ellipse, est obtenu lorsque ¢/a = 0. (Foyers confondus avec le centre du
cercle).

Dans le cas de l’ellipse, on trouve deux autres sommets sur 'autre axe de symétrie : ce sont les points
B et B’ symétriques par rapport a O. Ils vérifient, puisque

BF = BF'

la relation

BF + BF' = 2BF = 2a

et donc, grace au théoréme de Pythagore
BO?=BF?-0F?=ad*>-¢*.

On posera donc

b= BO = a2 — 2.

Dans le cas de 'hyperbole, il n’y a pas de sommet sur le second axe de symétrie. On posera cependant
b=+c2—a?.

Il reste la parabole, qui a comme unique axe de symétrie le droite orthogonale a la directrice et passant
par F. Si elle coupe A en H, le milieu de F'H est le seul sommet.

DEFINITION  On appelle excentricité d’une conique le rapport

c
e=—
a
dans le cas d'une conique & centre et le nombre
e=1

dans le cas d’une parabole.

Tracé continu

ellipse : on attache & deux points F' et F” les extrémités d’'un fil. En tendant le fil, le crayon décrira
un ellipse de foyers F' et F’.



hyperbole : on appuie une régle plate sur un point F” de telle sorte que, si G est une extrémité de la
régle, la distance GF’ reste constante. On attache un fil en F' et G que 'on tend le long de la régle.
Lorsque la régle pivote autour de F, le crayon décrit une hyperbole de foyers F' et F’. En effet

MF — MF' = (GMF) — GF'

et le membre de droite est une constante.

F’ F

parabole : on appuie une équerre sur une droite fixe D et I'on tend un fil joignant le point F' a
Pextrémité G de ’équerre non située sur D. Le fil est tendu le long de 1'équerre et, lorsque celle-ci se
déplace le long de D, le point décrit une parabole de foyer F. En effet

FM — HM = (FMG) — HG

et le membre de droite est une constante. Si de plus la longueur du fil est égale a celle de I’équerre, la
droite D est la directrice de la parabole.
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Construction par points des coniques a centre

Connaissant les foyers F et F” et la longueur 2a, on peut construire facilement de nombreux points de
la conique. Il suffit de prendre deux longueurs r et r’ vérifiant

r+r"=2a ou |r—7r|=2a

et de tracer les cercles (F,r) et (F',r’). Les points d’intersection s’ils existent appartiennent a la conique.
Points a l’infini et asymptotes

Pour lellipse, la relation

MF + MF' =2a

empéche le point M de s’éloigner a l’infini.

Pour la parabole, pour tout point ® de la directrice, il existe un point M unique situé sur la médiatrice
de F'® et la droite ®z orthogonale en ® & la directrice. Lorsque ® s’éloigne & 'infini sur A, la droite
F® tend a devenir parallele & A et la médiatrice de F'® tend a devenir paralléle & ®z. Le point M
s’éloigne donc & 'infini.

Pour I'hyperbole, si @ est le point du cercle directeur (F”,2a) tel que F'®( soit tangent a ce cercle,
les droites F'®( et la médiatrice de F'®qy sont paralléles et le point M est rejeté a I'infini.

Prenons un point ® voisin de ®( sur le cercle (F’,2a). Appelons K la projection orthogonale de M sur
Fdq et M’ celle de M sur Hz médiatrice de F'®y. On a donc

MM' =KH .
Soit I la seconde intersection du cercle (M, M F) avec F'®y. On a donc
MF =M®=DMI.

Comme K est le milieu de F'I et H celui de F'®(, on aura

FH:%FCDO et FK:§FI
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d’ott 'on déduit )
KH = 5 19g.

Lorsque ® tend vers @, le point I tend aussi vers ®( et donc K H tend vers 0. Il en résulte que M M’
tend vers zéro, ce qui signifie que la droite Hz est asymptote & 'hyperbole.

Il y aura une seconde asymptote symétrique de la premiére par rapport a FF’. L’angle 6 que fait
Pasymptote avec FF' est égal & (F'F, F'®). On a donc
20 1
cos) = — = —.
2¢c e
En particulier, lorsque e = v/2, on obtient cos§ = 7 /4. Les deux asymptotes sont orthogonales. On dit
que 'hyperbole est équilatére.
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Caractérisation des coniques par foyer, directrice et excentricité

THEOREME  On se donne un point F', une droite A ne contenant pas F' et un réel e strictement
positif. L’ensemble des points dont le rapport des distances & F' et & A vaut e est une conique
admettant F' comme foyer et e comme excentricité.

Réciproquement, pour toute conique de foyer F' et d’excentricité e non nulle, il existe une droite
A unique, telle que la conique soit ’ensemble des points dont le rapport des distances & F' et 4 A
vaut e.

Le cas de la parabole, correspondant au cas e = 1 est déja traité.

Supposons donnée une conique définie par le foyer F' et le cercle directeur (F’,2a).

A
iiJ
M |_H
S [
F' OF A D, K
I

Soit @ un point d’intersection de I'axe focal avec le cercle et A le milieu de F'®y. On considére alors
le cercle de centre A passant par F' et tangent au cercle directeur en ®q, et le cercle dont le centre est
un point M de la conique, passant par F' et tangent au cercle directeur en ®. Les droites Py et M A
se coupent en I.

Les cercles (F',2a) et (A, ®pA) sont homothétiques dans une homothétie de centre ®y. De méme les
cercles (F',2a) et (M, ®M) sont homothétiques dans une homothétie de centre ®. Il en résulte que
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les cercles (A, ®gA) et (M, PM) sont homothétiques. Le centre d’homothétie est situé sur la ligne des
centres des deux cercles et sur la ligne des centres des deux premiéres homothéties, c’est donc I. Il
en résulte que I est aussi le pole d’une inversion transformant (M, ®M) en (A, PpA). Cette inversion
laisse F' fixe et transforme ® en ®g, puisque les rayons M P et APy ne sont pas paralléles. On aura
donc __

IF? =10 - d.
Cette relation exprime que le point I a méme puissance par rapport au cercle (F”,2a) et au cercle-point

F et se trouve donc sur 'axe radical de ces deux cercles, qui est une droite fixe A perpendiculaire &
FF’ en un point K tel que
R2 _ R/2

2FF'

ot O est le milieu de F'F’ et R et R’ sont les rayons des deux cercles. Donc

OK =

2 2
oK = 3 _ @
4c c

Si maintenant on projette le point M sur A en H, les triangles IM H et I AK sont semblables et donc
MH _ 1M
AK  IA°
Ceci est le rapport de ’homothétie de centre I transformant (A, A®g) en (M, M®). Il est donc égal
au rapport des rayons M F/AF. On en déduit

MF AF  a-c
MH —AK 2 _,

C
— =e€.
a

Réciproquement, on se donne un point F', une droite A et un réel positif e. Appelons K la projection
orthogonale de F' sur A et A le point situé entre A et K tel que

AF
— =e.
AK
Soit @ le symétrique de F' par rapport & A. On se donne un point M vérifiant la relation
MF
— =e
MH

ou H est la projection orthogonale de M sur A. La droite M A coupe A en I. Des deux relations

précédentes, on tire
MF MH

AF  AK
et, en utilisant les triangles semblables TAK et IM H, ces rapports sont encore égaux a IM/IA.

Tracons les cercles de centres M et A passant par F. La droite I®( coupe le cercle de centre M en un
point @ tel que M ® ne soit pas parallele & AK. Alors @ est 'inverse de ®y dans 'inversion de pole I
qui transforme (A, A®y) en (M, ®) et laisse F' invariant. En effet, la relation

MF _IM
AF  TA
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montre que les deux cercles sont homothétiques dans une homothétie de centre I, et donc que I est
aussi pole d’inversion. On a la relation

IF2 =13 I9,.

Si l'on trace un cercle (F’, F'®() tangent en ®q au cercle (A, AF') et passant par ®, ce cercle est
invariant par I'inversion de pole I et de puissance IF? qui transforme (4, AF) en (M, MF) et donc,
par conservation des contacts, il est aussi tangent au cercle (M, M F) en ®.

Enfin, la relation ci-dessus montre que I appartient a ’axe radical du cercle-point F' et du cercle
(F', F'®). Mais, dans le faisceau défini par laxe radical A et le cercle-point F, il existe un cercle
unique passant par ®g. Le cercle (F’, F'®g) est donc indépendant de M et le point F” est donc fixe.
Il en résulte que M est le centre d'un cercle passant par un point fixe F' et tangent & un cercle fixe
(F', F'®). Le point M est donc sur la conique de foyers F et F' et d’excentricité e.

Remarque : si A et A’ sont les sommets de la conique situés sur 1’axe focal et si K est le pied de A sur
cet axe, on a vu que

2
Ok =<
c
et donc
OK - OF = O A? ,

ce qui montre que A est la polaire de F par rapport au cercle de diamétre AA’, appelé cercle principal.

Il y a, pour des raisons de symétrie, une autre directrice A’ associée & F’, symétrique de la premiére
par rapport au centre O.

DEFINITION  On appelle paramétre d’une conique la distance p entre un foyer de la conique et
un point de la conique situé sur la paralléle a une directrice passant par ce foyer.

— Dans le cas d’une parabole, p est aussi la distance du foyer a la directrice.
— Pour une conique a centre, on a

a2

—C

p:MF:e-MH:e-FKzg\OK—OF]:

C

IS

— Remarquons que pour un cercle, on a a = b = R. La formule précédente donne également p = R et
c’est ce que l'on adoptera comme valeur du paramétre dans ce cas.

Cas limites : si 'on étudie 'ensemble des points tels que le rapport des distances & un point fixe F' et
a une droite fixe A contenant F' vaut e > 0, le probléme n’a pas de solution autre que le point F' si
e < 1. Pour e = 1, c’est la droite orthogonale a A en F' (parabole dégénérée). Pour e > 1, c’est un
couple de droites concourantes en F' et symétriques par rapport a A, faisant avec la normale & A un
angle 0 tel que

1
cosf = —.
e

(Hyperbole dégénérée, réduite a ses asymptotes).
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Intersection d’une droite D et d’une conique
1) La conique est définie par un foyer F et le cercle directeur (F’,2a).

Si une droite coupe la conique en M, ce point sera le centre d’un cercle passant par F' et tangent au
cercle directeur. Mais le cercle passera aussi par le symétrique G de F' par rapport & la droite D. On
est donc ramené & déterminer, parmi les cercles du faisceau a points de base F' et GG, ceux qui sont
tangents au cercle directeur.

On trace un cercle quelconque (de centre @) du faisceau et 'on détermine 1'axe radical de ce cercle et
du cercle directeur. Cet axe coupe F'G en I, qui sera le centre radical de tous les cercles de la figure. De
I, on méne les tangentes au cercle directeur I® et I®’, qui donneront les points ot les cercles cherchés
sont tangents au cercle directeur. On obtient alors M et M’ comme points d’intersection de D avec
F'® et F'®' respectivement.
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On voit facilement que si F' et G ne se trouvent pas dans la méme région du plan par rapport au cercle
directeur, alors I se trouve a l'intérieur de ce cercle, et ’on ne peut mener de tangentes au cercle issues
de I. La droite ne coupe donc pas la conique. Dans le cas ou F' et G se trouvent dans la méme région
du plan, le probléme a une solution.

Quelques cas particuliers apparaissent cependant :

- sécantes focales : ce sont des droites passant par un des foyers. En dehors de I'axe focal dont les
sommets se trouvent facilement, on prendra pour F' le foyer appartenant a la droite. On considére alors
les cercles du faisceau singulier passant par F' et centrés sur D, et le probléme se traite comme dans le
cas général.

- dans le cas de ’hyperbole, droite D paralléle & une asymptote, lorsque la droite F'G est tangente au
cercle directeur. Une des droite F'®, F'®’ est paralléle a D et un des points M et M’ est rejeté a U'infini.
Il y aura une solution seulement, sauf dans le cas ot I est un des points ® ou @', c’est-a-dire quand D
est asymptote & la conique.

2) La conique est une parabole donnée par son foyer et sa directrice A.
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Comme dans 1), si G est le symétrique du foyer par rapport & D, on cherche les cercles du faisceau a
points de base F' et G tangents & A.

Si I est 'intersection de F'G et de A, on méne de I une tangente IT & un cercle quelconque (de centre
Q) du faisceau et I'on place sur A les points ® et @’ tels que

I® =0T =1IT.

Les intersections de D et des normales & A en ® et ' donnent les points M et M’ respectivement.

Le probléme n’a pas de solution si F' et G ne se trouvent pas dans la méme région du plan par rapport

a A.

Si D est orthogonale & A en H, il existe un seul point M qui est I'intersection de D avec la médiatrice
de FH.

3) La conique est définie par foyer, directrice et excentricité.

Soit H lintersection de D et de la normale a A passant par F, et K la projection orthogonale de H
sur A. On trace un cercle centré en H et de rayon e- HK.

Si D et A ne sont pas paralléles, soit I leur point d’intersection. La droite I F' coupe ce cercle en A et
B. Alors M est ’homothétique de H dans ’homothétie de centre I qui transforme A en F, et M’ est
I'image de H dans celle qui transforme B en F. Si P est la projection orthogonale de M sur A on a

en effet
MF HA

MP~ HEK ¢
Donc M est 'intersection de D et de la paralléle & AH passant par F. De méme M’ est 'intersection
de D et de la paralléle & BH passant par F'.
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Si D et A sont paralléles, la parallele & D passant par F' coupe le cercle en deux points A et B. Les
paralléles passant par F', & AH et BH respectivement, coupent D en M et M'. En effet, si P est la
projection orthogonale de M sur A on a de nouveau

MF HA
MP  HEK ©

A
F
P M
P M B
B
1
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Etude des tangentes aux coniques

I Coniques a centre données par un foyer et le cercle directeur

THEOREME  Si M est un point de la conique de foyer F' et de cercle directeur (F”,2a) et si @
est le point de contact du cercle (M, MF) et du cercle directeur, la conique admet pour tangente
en M le droite médiatrice de F'®. Cette droite est aussi bissectrice de 'angle FM F : bissectrice

extérieure dans le cas d’une ellipse, intérieure dans le cas d’une hyperbole.

On considére deux points M et M’ de la conique, ® et ®' les points de contact du cercle directeur
et des cercles (M, MF) et (M', M'F) respectivement. Ces cercles se coupent en F et en un point H
symétrique de F' par rapport & M M’'. La corde F'H est I’axe radical des deux cercles et porte le point
I qui est I'intersection des tangentes aux cercles en ® et ®’. Ce sont donc aussi les tangentes au cercle
directeur en ces points.

Si M et M’ sont deux points de Dellipse ou de la méme branche d’hyperbole, faisons tendre M’ vers
M. Alors ®' tend vers ® et le point I tend aussi vers ®. La droite FI tend vers la droite F'®, et le
point H tend vers ®. Il en résulte que la droite MM’ tend vers la médiatrice de F®. C’est donc la
tangente en M & la conique. Comme le triangle FFM ® est isocéle, la médiatrice est aussi bissectrice.
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PROPRIETES DES TANGENTES

1) Si T et N sont les intersections de la tangente et de la normale en M & une conique avec l'axe
focal, alors (F/F',TN) est une division harmonique.

2) Le cercle directeur (F’,2a) est 'ensemble des symétriques de F' par rapport aux tangentes.

3) Le lieu des projections orthogonales de F' sur les tangentes est le cercle principal (O, a).

4) Le produit des distances des deux foyers & une méme tangente est constant et vaut b?.

5) Deux coniques homofocales de nature différente sont orthogonales.

1) Cela résulte du fait que M N et MT sont les bissectrices de 1'angle FMF".
2) est évident.

3) Si K est le milieu de F'®, c’est 'homothétique de ® dans une homothétie de centre F' et de rapport
1/2. Le point K décrit 'image du cercle directeur (F”,2a) par cette homothétie, ¢’est-a-dire le cercle

(O, a).

4) D’apreés 3), les projections orthogonales K et K’ des foyers F' et F’ sur une tangente se trouvent sur
le cercle principal. Soit K” la seconde intersection de F'K avec le cercle. Le point K" est symétrique
de K' par rapport a O. Donc

FK-FK"=-FK - -F'K'
ce qui s’exprime en fonction de la puissance de F' par rapport au cercle
FK -FK"=F0%*-0A*=¢*—d>.

Donc

FK-F'K =a®—c2.

On trouve b? si c’est une ellipse et —b? si c’est une hyperbole. Dans les deux cas, le produit des distances
vaut b2

5) Si deux coniques de nature différente ont les mémes foyers et se coupent en M, les tangentes en M
sont bissectrices extérieure et intérieure du méme angle. Elles sont donc orthogonales.
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Cas particulier des hyperboles : tangentes a ’infini

Si @ est un point du cercle directeur, la droite F'® peut étre tangente au cercle directeur en ®. La
droite F'® et la médiatrice de F'® sont paralléles, et le point M est rejeté a I'infini. La médiatrice de
F® est alors une asymptote et joue le role d’une tangente a 'infini. Elle posséde encore les propriétés
des tangentes.

1) Le point F' se projette sur asymptote en K milieu de F'® qui appartient au cercle principal, et ce
cercle est tangent en K & F'®.

2) Si F’ se projette sur 'asymptote en K’, on a encore

FK-F'K' =-b?,
d’ou, puisque FK et F'K' sont égaux,
FK=FK' =b.

Remarque : si K" est la projection orthogonale de K sur FF’, alors K K" est la hauteur du triangle
rectangle OK F' et donc

OK? OF?—-FK?
OF OF c ¢’

ce qui montre que K” est le pied de la directrice associée a F. Cette directrice passe par K.

2 —bv? a?

OK// —

o

F’ O K" F

K/

IT Parabole

THEOREME  Soit une parabole de foyer F' et de directrice A, M un point de cette parabole, ® le
point de contact de A et du cercle (M, M F'). La médiatrice de M F est alors la tangente en M a la
courbe. Cette tangente est aussi la bissectrice de I’angle F'M®.
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La démonstration est analogue & celle faite dans la partie I. Si 'on prend deux points voisins M et
M, les cercles (M, FM) et (M', FM') sont tangents & A en ® et &’ respectivement et se recoupent en
H, symétrique de F par rapport & MM’. Le point d’intersection I de FH avec A appartient a l'axe
radical des deux cercles et se trouve au milieu de ®@’.

Lorsque M’ tend vers M, les points &’ s LetH tendent vers ® et la droite M M’ tend vers la médiatrice
de F'®, qui est aussi la bissectrice de FM® puisque le triangle FFM® est isocéle.

PROPRIETES DES TANGENTES

1) La tangente et la normale en un point M forment avec M F et M ® un faisceau harmonique. Ce
faisceau est donc coupé harmoniquement par toute droite, en particulier par I'axe focal.

2) La directrice est 'ensemble des symétriques de F' par rapport aux tangentes.

3) Le lieu des projections orthogonales de F' sur les tangentes est la droite tangente a la parabole
au sommet.

1) provient du fait que la tangente et la normale sont les bissectrices de I'angle FM®.

2) est évident.

3) La projection orthogonale K de F sur la tangente est 'homothétique de ® dans une homothétie de
centre F' et de rapport 1/2. Le point K décrit I'image de la directrice par cette homothétie qui n’est
autre que la tangente a la parabole a son sommet.
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IIT Conique définie par foyer, directrice et excentricité

THEOREME  Si M est un point de la conique, la perpendiculaire en F & F'M coupe la directrice
relative & ' en T'. La droite MT est alors la tangente en M & la conique.

Soit deux points M et M’ voisins de la conique. Ils se projettent orthogonalement sur A en H et H’

respectivement. Soit I l'intersection de MM’ et de A. On a donc
MF M'F
e=——=—.
MH M'H’

En utilisant le fait que les triangles HM 1T et H'M'I sont semblables, on obtient
MF MH MI

M'F _ MH  MI°

On en déduit que dans le triangle FM M’ le point I partage le coté M M’ dans un rapport égal a celui
des cotés adjacents. Donc I est le pied de la bissectrice de 'angle M FM’. Si M et M’ sont situés sur
la méme branche de courbe, c’est la bissectrice extérieure.

Lorsque M’ tend vers M, cette bissectrice tend vers la normale en F' & MF qui coupe A en T'. Alors
I tend vers T et donc la droite MM’ tend vers MT qui est la tangente en M a la courbe.

A

H’r F
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Tangentes issues d’un point donné P
I Conique définie par foyer et cercle directeur

Si PM est une tangente & la courbe, c’est la médiatrice de F'® et donc
Pd = PF.

Il suffit donc de tracer le cercle (P, PF). S’il recoupe le cercle directeur en ® et @', on obtiendra facile-
ment les points M et M’ correspondants : le point M est 'intersection de F'® et de la médiatrice de F'®.

Pour que la construction soit possible, il faut et il suffit que les cercles se coupent, c’est-a-dire que la
distance F'F’ soit comprise entre la somme et la différence des rayons, soit

|PF —2a|] < PF' < PF + 2a,

ou encore
|PF — PF'| < 2a < PF + PF'.

Dans le cas de ellipse, on a
|PF — PF'| < FF' = 2¢ < 2a,
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donc la premiére condition est vérifiée et il reste seulement
2a < PF + PF',

qui caractérise les points extérieurs de 'ellipse.

Dans le cas de I’hyperbole, on a
2a4 < 2¢ = FF' < PF + PF’,
donc la seconde condition est vérifiée et il reste seulement
|PF — PF'| < 2a,

qui caractérise les points extérieurs de I'hyperbole.
IT Parabole

Si PM est une tangente a la parabole, c’est la médiatrice de F'® et donc
Pd = PF.

On trace le cercle de centre P et de rayon PF. S’il coupe la directrice en ® et ®’, on en déduit facile-
ment les points M et M’ correspondants : le point M est 'intersection de la médiatrice de F'® et de
la perpendiculaire en ® & la directrice.

A

La condition pour que le cercle coupe la droite est que, soit P et F' ne se trouvent pas du méme coté
de la directrice, soit P et I’ se trouvent du méme coté de la directrice et

PH < PF,

ce qui caractérise les points extérieurs de la parabole.
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IIT Conique définie par foyer, directrice et excentricité
Si P se projette orthogonalement sur A en P’, on trace le cercle de rayon e - PP’. On méne de F les
tangentes au cercle. Elles coupent A en T et T". Alors PT et PT’ sont les tangentes a la conique et

M et M’ s’en déduisent facilement : M est la projection orthogonale de F sur la droite PT.

A

T/

P/

PROPRIETES DES TANGENTES ISSUES DE P : THEOREME DE PONCELET
1) La droite joignant le point P & un foyer est bissectrice de I’angle formé par les rayons vecteurs
joignant ce foyer aux points de contact des tangentes & la conique issues de P.
2) Les tangentes issues de P & une conique a centre sont également inclinées par rapport aux rayons
vecteurs PF et PF'.
3) Le cosinus de l'angle V formé par les tangentes en P a une conique est donné,
pour une conique & centre, par
7 PF? 4+ PF"? — 4q?
8V = TT9pF. PR

et pour une parabole, par

~ PH
V=—:.
cos E
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1) Pour une conique a centre, les symétries orthogonales successives par rapport & PM, PF' et PM’
transforment Uangle PFM successivement en POM, PP’ M’ et PFM' (voir figure page 20), d’ou
Iégalité

PFM = PFM'.
Donc PF est bissectrice de MFM'.

Pour une parabole, les symétries orthogonales par rapport & PM, PH et PM' transforment 1’angle
PFM en POM, PP’ M’ et enfin en PF M’ (voir figure page 21). La conclusion est identique.

2) On considére quatre symétries orthogonales par rapport & PF, PM, PF’ et PM’. Le point F se
transforme successivement en F, ®, &', F'. En regroupant les symétries deux a deux, le produit des
quatre symétries est celui des deux rotations (P,Q(Pf,_P\M )) et (P,2(PFT,FM )). C’est donc une
rotation de centre P et elle laisse F' fixe. Il en résulte que c’est 'application identique et donc

2(PF, PM) + 2(PF',PM') =0.
Il en résulte que les angles de droites (PﬁM ) et —(PF/’,_P\’M ') sont égaux.

3) Pour une conique a centre, on a d’aprés 2)

~

V = (PM,PM') = (P, PF’)

et, dans le triangle P®F’, en tenant compte du fait que P® et PF sont égaux,
F'®* = 40> = PF? + PF? — 2PF - PF’ cosV .

On en tire la valeur voulue de cos V.

Pour les paraboles, on a

~

V = (PM,PM') =

17— S
3 (PP, PP') = (PP, PH)
et donc
7 PH PH
cosV = %~ PR

Application : lieu des points P d’ou ’on peut mener & une conique des tangentes ortho-
gonales

1) Pour une conique a centre, la nullité de cos v équivaut a la condition
PF% 4+ PF? = 4a*.

Cela s’écrit N .
(PO 4+ OF)? + (PO + OF")? = 4a?
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et, en développant,

2P0? + 20F? = 4a*.
Le point P décrit un cercle de centre O et de rayon v/2a? — ¢2, appelé cercle orthoptique.

Dans le cas de Dellipse, le rayon vaut encore va? + b2. 1l existe toujours. On obtient un cercle circons-
crit au rectangle dont les cotés sont les tangentes aux sommets de ’ellipse.

Dans le cas de I’hyperbole, le cercle n’existe que si
c 1
V2> —=-,
a e

c’est-a-dire si les asymptotes forment un angle inférieur a 7/4. Le cas limite est celui de I'hyperbole
équilatére pour laquelle le cercle se réduit au point O, point d’intersection des asymptotes.

2) Pour une parabole, la condition est
PH =0.

Les points décrivent la directrice qui joue dans ce cas le role du cercle orthoptique. On peut remarquer
que les angles PFM et PEM’, qui sont égaux & P®M, sont donc droits et que la droite MM’ passe
par F.

Tangente paralléle 4 une direction donnée
I Conique définie par foyer et cercle directeur

La médiatrice de F'® doit étre paralléle a la direction D. Cela signifie que F'® est orthogonale a D.
On méne donc la droite orthogonale & D passant par F. Elle coupe éventuellement le cercle directeur
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en deux points ® et ®’ dont on déduit M et M’.

Pour une ellipse, comme F' est intérieur au cercle, il y a deux solutions quelle que soit la direction
D. Pour une hyperbole, la droite coupera le cercle & condition qu’elle fasse avec 1'axe focal un angle
inférieur & celui que fait la tangente F'®( au cercle avec cet axe, c’est-a-dire si 'angle que fait D avec
I’axe focal est inférieur & I'angle que fait ’asymptote avec cet axe.

IT Parabole

Le procédé est le méme. La droite orthogonale & D passant par F' coupe la directrice en un point ®
unique, sauf si D est paralléle a ’axe focal.

A

IIT Conique définie par foyer, directrice et excentricité

On se donne une droite d paralléle & D et un point m de cette droite, et I'on cherche le foyer f d’une
conique de directrice A, d’excentricité e, tangente a d en m. Le point f se trouve sur le cercle de centre
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m et de rayon e-mh, olt h est la projection orthogonale de m sur A, ainsi que sur le cercle de diametre
mt, ou t est 'intersection de d et A, puisque I'angle ¢ fm est droit. Si le probléme est possible, il peut
y avoir deux points f.

Si I est I'intersection de fF et de A, 'homothétie de centre I qui transforme f en F' transformera m
en un point M cherché.

Génération tangentielle des coniques

L’étude des tangentes permet de définir une conique comme enveloppe de familles de droites :

1) Penveloppe de la médiatrice de F'®, ou F est un point fixe et ® décrit un cercle ou une droite fixe;

2) l'enveloppe du deuxiéme coté d’'un angle droit dont le sommet décrit un cercle fixe et le premier
passe par un point fixe;

3) l'enveloppe des droites dont le produit des distances a deux points fixes est constant.

Propriété des sous-normales

THEOREME  Si la normale en M & une conique coupe ’axe focal en N, la projection orthogonale
du segment M N sur les rayons vecteurs M F et M F' est constante et est égale au paramétre de la
conique.
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Si 'on se donne par exemple la conique par foyer, directrice et excentricité, appelons H et K les pro-
jections orthogonales de M et N sur A, et T l'intersection de la tangente en M avec A.

Les angles MTF et FMN sont égaux car ils ont le méme complémentaire TMF. Le quadri@@e
HMFT, qui a deux angles opposés qui sont des angles droits, est inscriptible et donc les angles M HF'
et MTF sont égaux. Il en résulte I’égalité de MHF et de FMN. Enfin, les angles MFN et HMF
sont égaux comme angles alterne-interne. Les triangles M HF et FM N sont donc semblables. Alors
MN MF
HF ~ MH _©

La projection orthogonale M N’ de M N sur M F vaut donc
MN' = MN cos FMN =e¢- HF cos FMN =e- KF.

Pour une conique de centre O, on trouve

a® b?
MN' =e|OK —OF|=e¢|c— —|=—
c a
et pour une parabole
MN' =KF.
Dans les deux cas c’est le paramétre de la conique.
H M
T N
-
K 7 N
A
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Equations des coniques
Equations des coniques a centre dans un repére lié aux axes de la conique
L’axe focal sera I’axe des x, le centre de la conique l'origine et I'axe des y sera le second axe de symétrie.

Soit F' le foyer d’abscisse ¢ et F’ celui d’abscisse —c. Si M est un point du plan de coordonnées (x,y),
on a

MF? - MF?*=(MF' + MF)(MF' — MF)=20M - F'F,

d’ou, si H est la projection orthogonale de M sur O,

MF? - MF? =20H - F'F = 4cz .

F’ 0] H F T

I Ellipse
On a les deux relations

MF"? — MF?> =4cx et MF + MF = 2a,

d’ou 'on déduit, en divisant membre & membre ces relations,
y c

MF —MF=2—-zx,
a

et donc,
MF =a+Ss |, MF=a-Sz.
a a

En utilisant le théoréme de Pythagore
MF"? = MH? + HF? = MH? + (OF' — OH)?,
on tire,

IS 2
(a—i—ax) =y? + (z+¢)?,

et en développant,

d’ou,
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et finalement,

ce qui prouve que |x| est inférieur a a.

Soit F' et F’ les points de Ox d’abscisses ¢ et —c ou
c=+Va?—b2.

On calcule MF? et MF"?. On a

b2
MF? = (z —¢)* +y* = 2? <1—¥>—2caz+b2+cz,

d’ou 'on tire,

De méme,

2
MF? = (Ex—l—a> .
a

Mais, comme a est supérieur a |z| et & ¢, on en déduit,
2
clz] < a”,

soit,

clz|
—<a
a

. c c e
Il en résulte que a + — x et a — — x sont positifs, et donc que
a a

MF’:a+Ex et MF:(I—E:E,
a a
ce qui prouve que
MF + MF' =2a.

Donc M se trouve sur lellipse de foyers F' et F’, dont les demi-axes sont a et b.

Remarque : si a et b sont égaux, on retrouve 1’équation du cercle de centre O et de rayon a

2 +y?=a’.
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IT Hyperbole
On a les deux relations

MF? - MF?>=4cx et MF' — MF = 2ae,

ou ¢ est le signe de MF' — MF. On en déduit, en divisant ces relations membre & membre,
MF + MF =25 z¢,
a

et donc c c
MF'zs(—:z:—l—a) , MF:€<—3}—(I>.
a a

Alors, en remplacant dans la relation
MF"”? = MH?> + HF"?,

on tire, d’'une maniére analogue au cas de ’ellipse,

Réciproquement, soit M un point dont les coordonnées vérifient la relation précédente. On en tire
2
x
y2 = b2 <_2 - 1) )
a

Soit F' et F’ les points de Ox d’abscisses ¢ et —c ou

c=+va?+b2.

ce qui prouve que a est inférieur a |x|.

On calcule MF?2 et MF"?. On a

2 2
MF2:<E:1:—a) et MF/2:<Ex+a> .
a a

Mais, comme a est inférieur & |z| et & ¢, on en déduit,
clz| > a?,

et le produit
2

c c ¢ 9
(—:E—a) (—:E—I-a) =51 —a
a a a
" c c « .
est positif. Donc —x — a et —x + a ont le méme signe . Alors
a a

MF'ze(E:IH—a) et MFZE(EJJ—(I),
a a
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ce qui prouve que

MF' — MF = 2ae,

soit

IMF' — MH| = 2a.
Donc M se trouve sur I’hyperbole de foyers F et F”.

Remarque : pour une hyperbole équilatére, angle 6 que fait asymptote avec Ox vaut /4 et cos 6 est
égal & a/c. On en déduit que

b:1

tanf = —
a

et donc que a et b sont égaux. L’équation est donc

III Parabole de sommet O et d’axe Oz

L’axe des y est donc tangent au sommet de la parabole. Si p désigne le paramétre de la parabole, soit
F le foyer d’abscisse p/2. La directrice est alors la droite d’équation

rT=—c.

2

Si le point M de coordonnées (z,y) se projette orthogonalement en ® sur la directrice, on a
MF? = M®?> = (0® — OM)?.

On a donc

ce qui équivaut a

y2 = 2px

Réciproquement, si M est un point dont les coordonnées vérifient cette relation, soit F' le point de Ox

d’abscisse p/2 et A la droite d’équation

x:—g
Comme pzx est positif, M et F sont toujours du méme coté de Oy et, en remontant les calculs précédents,
la relation équivaut a

MF = d(M,A),

ce qui prouve que M est sur la parabole de foyer F' et de directrice A.
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Equation d’une conique dans un repére quelconque

THEOREME  Pour toute conique % et tout repére Z = (I, UJ, ‘_/)), il existe un polynéme P de
degré 2 de deux variables tel que % soit 'ensemble des points dont les coordonnées (x,y) dans #
vérifient I'équation

P(z,y) =0.

Réciproquement, pour tout repére Z et tout polynome P de degré 2 de deux variables, I’ensemble
des points du plan dont les coordonnées (x,y) dans Z vérifient 1'équation

P($>y) =0

est une conique (éventuellement dégénérée) ou est vide.

e Soit @ la forme quadratique non nulle associée & une forme bilinéaire B. Soit L une forme linéaire et
F une constante. Soit © un vecteur fixe, et soit H' ’application du plan vectoriel dans R définie par

On a donc,

et, en développant,

et F’ la constante

=
I
O
=)
|
=
=)

)+ F.

e Soit maintenant deux repéres Z = (O, UJ, V) et #' = (O, 5’ , ‘77), et soit P un polynéme de degré
2 de deux variables. Un point M a pour coordonnées (z,y) dans Z et (z,y’) dans #’. Exprimons
P(z,y) en fonction de (z/,y'). 1l existe une forme quadratique non nulle @, une forme linéaire L et une
constante F telles que

P(z,y) = Q(OM) + L(OM) + F = H(OM).

Si 'on pose

on obtient, avec les notations ci-dessus,

—

P(a,y) = HO'M — 0'0) = H'(O'M),
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et donc,
—_— —_—

P(z,y) =Q(O'M)+ L' (O'M) + F'.
Enfin, si I'on pose
P(,y) = H'(@U + V'),
on obtient un polynéme de deux variables et de degré 2 tel que
P(x,y) = P'(a',y).
Il en résulte que si F est 'ensemble des points M dont les coordonnées dans & vérifient
P(z,y) =0
c’est aussi 'ensemble des points dont les coordonnées dans %’ vérifient
P'(z,y)=0.

Alors la premiére partie du théoréme provient de ce résultat. En effet, si 'on pose,
pour une ellipse

2 2
z Y
P ==+ =1
(x? y) a2 + b2
pour une hyperbole
22 2
P == -1
(@,9) = —5 — 3

et pour une parabole
P(z,y) = y* — 2px

I’équation de toute conique est, dans un repére convenable,
P(z,y) =0

ol P est un polynéme de degré 2 de deux variables. L’équation d’une conique sera donc du méme type
dans n’importe quel autre repére.

e Réciproquement, soit ¢’ 'ensemble des points du plan dont 1’équation dans un repére Z = (O, ﬁ), \7)
est
P(z,y) = Az? 4+ 2Bay+ Cy?> + Dz + Ey+ F =0.

— —
La forme quadratique @ qui apparait dans P peut se réduire dans une base orthonormée (U’, V). Donc

ey
dans le repére (O, U’, V') Pensemble a pour équation
Mz?> 4+ Ny*+Se+Ty+2Z=0,

— —
et, en permutant éventuellement U’ et V', on peut choisir la base pour que N soit non nulle. Enfin, en
multipliant éventuellement ’équation par —1, on peut faire en sorte que N soit strictement positif.

On discute suivant la signature de la forme quadratique.
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1. Sila signature est (2,0), c’est-a-dire si M et N sont strictement positifs, un changement d’origine

— —
fera disparaitre les termes en x et y, et dans (O',U’, V'), équation de ¢’ sera
Ma? 4+ Ny* =Z7'.
a) Si Z’ est strictement positif, on écrit
M , N o
7" Tyl

et donc €’ est une ellipse.
b) Si Z' est strictement négatif, 'équation n’a pas de solution et ¢” est vide.
¢) Si Z' est nul, " est réduite au point O’ (ellipse réduite a un point).

2. Sila signature est (1, 1), c’est-a-dire si M est strictement négatif, un changement d’origine raméne
encore a
Mz + Ny = 27",

a) Si Z/ est non IlLIl, on écrit de nouveau
2 2
Z/ Z/ y 1 )

et un des deux coefficients est négatif. La courbe 4 est une hyperbole d’axe focal Ox si Z’ est
négatif et d’axe focal Oy si Z’ est positif.
b) Si Z' est nul, 'équation peut s’écrire

(V-Mz—-VNy)vV—Mz+vVNy)=0,

et €' est constituée de deux droites d’équations

-M ; -M
=1/—2x e =/ —x.
YmVN V=V
On obtient une hyperbole dégénérée, réduite a ses asymptotes.
— —
3. Si la signature est (1,0), 'équation dans (O',U’, V') est alors

Ny?>+ Sz +Ty+Z=0.

Un changement d’origine fait disparaitre le terme en y.
a) Si S est non nul, le changement d’origine fait aussi disparaitre le terme constant et dans ce
nouveau repére ’équation devient

Ny?+Sz=0,
soit
2 S
Yy = N

qui est I’équation d’une parabole.
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b) Si S est nul, 'équation s’écrit dans le nouveau repeére,
Ny’ +2Z=0.

Si Z est strictement négatif, on trouve deux droites d’équations
—Z " —Z
= _ e = — _.
A YTVN
Sinon, on obtient I’ensemble vide.

Ce qui précéde permet de déterminer facilement la nature d’une conique d’aprés son équation dans un
repére quelconque.

THEOREME  Soit % une conique d’équation
P(x,y) = Az? 4+ 2Bxy+Cy?*+ Dz +FEy+F =0.

1. Si B2 — AC < 0 la courbe est une ellipse (éventuellement vide ou réduite a un point)

2. Si B2 — AC = 0 la courbe est une parabole (éventuellement vide ou réduite & deux droites
paralléles)

3. Si B2 — AC > 0 la courbe est une hyperbole (éventuellement réduite & deux droites concou-
rantes). Dans ce dernier cas la forme quadratique

Q(z,y) = Az® + 2Bxy + Cy°

se factorise sous la forme
Q(z,y) = (ax + By)(o'z + F'y)

et les droites vectorielles associées aux asymptotes ont pour équation
ax+PBy=0 et odz+3y=0.

En pratique, si C est non nul, et si ¢; et ty sont les racines du trinome Ct?> + 2Bt + A,
les coefficients directeurs des asymptotes sont t1 et t5. Si C' est nul, une des asymptotes est
paralléle & Oy et I'autre a pour coefficient directeur la racine de 2Bt + A = 0.

La signature de la forme quadratique dépend uniquement du signe de B? — AC. Si ce signe est stricte-
ment négatif, la signature vaut (2,0) ou (0, 2). Si le signe est strictement positif, la signature est (1, 1),
si B? — AC est nul, la signature est (1,0) ou (0,1). Le théoréme résulte alors de ce qui précéde, et il
reste & étudier le cas des asymptotes de ’hyperbole.

Si C est non nul, on écrit
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Lorsqu’un point de coordonnées (x,y) tend vers l'infini le long d’une asymptote, le rapport y/x tend
vers le coefficient directeur ¢ de cette asymptote et, par passage a la limite dans 1’équation précédente,
on trouve

Ct’? +2Bt+ A=0.

Si C' est nul, on inverse les roles de x et de y. Le rapport x/y tend vers s racine de
As® +2Bs =0

ou s est 'inverse du coefficient directeur de ’asymptote. Une de ces racines est nulle, donc ’asymptote
est paralléle a Oy, 'autre vaut

1 B
:—:—2—
ST A
et est racine de
2Bt+ A=0.

Equation d’une hyperbole dans un repére déterminé par ses asymptotes

— —
THEOREME  Soit une hyperbole de centre O et d’asymptotes dirigées par les vecteurs U’ et V.

— —
Dans le repére (O,U’, V'), 'hyperbole a une équation de la forme

K
y=—.
x
Inversement toute courbe d’équation
K
y=—,
x

— —
dans un repére (O,U’, V') est une hyperbole de centre O dont les axes sont les asymptotes.

Soit I’hyperbole d’équation

2 2
.
a b2

— —
dans un repére (O, U, V). Dans ce repére, les asymptotes sont les droites d’équation

y=—x et y=-——2x.
a a

— —

Soit le repére (O,U’, V'), on
- — — = g -
U =XaU 4+0V) et V' =palU —bV).
— —
Les vecteurs U’ et V' dirigent les asymptotes. Si M a pour coordonnées (z’,y’) dans ce repére, on a

r=a(Mx'+uy) et y=b\r — puy)
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et, en reportant dans I’équation, on obtient

aIpx'y' =1,
soit
, 1
Y=~
A px
Inversement, toute courbe d’équation
K
y=—,
T
c’est-a-dire d’équation
20y — 2K =0,

est une hyperbole, d’aprés le théoréme précédent, puisque 'on a A =C =0et B =1, donc
B* - AC > 0.

Remarques

1) Si le repére initial est orthonormé et si les nombres a et b sont égaux, on obtient une hyperbole
équilatére. Les asymptotes sont alors orthogonales. Inversement, une courbe d’équation

y=—
x
dans un repére orthonormé du plan est une hyperbole équilatére.

2) Soit une ellipse d’équation,
ZE2 2
Y
2T
— — —

dans un repére (O, ﬁ, V) et (O,U', V'), le repére défini par

=1

- — — = — =
U =XNaU 4+bV) et V'=XaU —bV).
on trouve comme équation dans le nouveau repére

1
2 2 _
Tty = o

Le repére est ici formé par les diagonales du parallélogramme de cotés paralléles aux axes, circonscrit

a Dellipse.
3l
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Transformation d’une conique par une application affine bijective

THEOREME L’image d’une conique par une application affine bijective est une conique de méme
nature.

L’image du centre d’une conique a centre est le centre de I'image.

L’image d’une asymptote d’une hyperbole est 'asymptote de I'image.

Remarquons que si &/ est une application affine bijective associée a ’application linéaire bijective .Z,
— = — =
et si (O, U, V) est un repére, alors les coordonnées du point /(M) dans (O, U, V') sont les mémes

que les coordonnées de M dans (.Q{_I(O),f_l(ﬁ),f_l(‘_/)). En effet, la relation

Z YO =227 1(U) +y2 1 (V),
équivaut a
_— — — —
LA N OYM) =0 (M) =2U +yV .
Il en résulte que I’équation de la conique ¢ dans (& ~1(0), f‘l(ﬁ), 7 (1_/))) est la méme que I'équa-

— =
tion de son image ¢’ dans (O, U, V). Les coniques € et ¢’ sont donc de méme nature.

Si la conique € a pour centre (2, soit My et My deux points de € symétriques par rapport a 2. Donc

—_—

—
QMI = 297

et, par Iapplication affine,

TS (M) = S (V) (5.
Donc o7 () est le centre de €”.

En particulier, si ¢ et une hyperbole, ses asymptotes se coupent en €, et les asymptotes de 'image se
coupent en .27 (Q2). De plus la forme quadratique contenue dans I’équation de € peut se factoriser sous
la forme (ax + By)(c’z + ['y) et les droites vectorielles associées aux asymptotes ont pour équations

ar+PBy=0 et dz+3y=0.
L’application affine transforme la forme quadratique en un produit (yx + 0y)(y'x + §'y) et
yr+dy=0 et FYx+5y=0,

seront les équations des droites vectorielles associées aux asymptotes de ¢”. Ces équations se déduisent
de celles de & par 'application linéaire .Z associée & 7. Il en résulte que £ transforme les droites
vectorielles associées aux asymptotes de € en celles associées aux asymptotes de ¢’, et donc que &
transforme les asymptotes de 4 en celles de ¢”.
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Remarque : en général, les images des foyers de % ne sont pas ceux de ¢”, cependant, si I'application
affine &7 vérifie, pour tout couple (P, Q) la relation

1/ (P)/ (Q)]| = A|| PG

ol A est une constante fixe, alors les propriétés métriques se conserveront :
— I'image d’un foyer de ¢ est un foyer de ¢ ;

— I'image d’une directrice de € est une directrice de ¢ ;

— les nombres a, b, ¢ sont multipliés par A;

— les coniques € et €’ ont méme excentricité.

Cas des affinités orthogonales

THEOREME Toute ellipse peut étre considérée comme 'image d’un cercle par affinité orthogonale.

Soit, en axes orthonormeés, le cercle d’équation
‘T2+(y_y0)2 :a27
et l'affinité orthogonale d’axe Ox et de rapport b/a. Si M'(x',y') est 'image de M (z,y) on a donc

=z et y':—y
a

soit
/

a
r=x et yzzy

/

et, en reportant dans I’équation du cercle

a 2
w/2+ (_y/_yo) :a2

a? = b2 a”? '

ce qui s’écrit encore

On obtient I'équation d’une ellipse.

Si a > b, c’est une ellipse d’axe focal paralléle & Oz et dans le cas contraire c’est une ellipse d’axe Oy.
Prenons le cas particulier ol gy est nul, c’est-a-dire le cas ot 'axe de 'affinité est I’axe focal de Iellipse
et un diamétre du cercle. Dans ce cas, si a > b, le cercle initial n’est autre que le cercle principal de

Pellipse. Si a < b, le cercle initial est inscrit dans lellipse.

On peut considérer toute ellipse comme l'image de son cercle principal dans une affinité orthogonale.
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Comme une affinité orthogonale de rapport cos € peut étre interprétée comme une projection orthogo-
nale d’un plan P sur un plan P’, les deux plans faisant I’angle 6, toute les propriétés du cercle qui se
conservent par projection orthogonales seront encore valables pour une ellipse.

Y

i /

THEOREME  Le lieu des milieux des cordes d’une ellipse paralléles a une direction donnée est un
diameétre de D’ellipse.

Cette propriété, vraie pour le cercle, se conserve par projection orthogonale.

THEOREME  L’aire de lellipse d’axes 2a et 2b vaut mwab.

L’aire de l'ellipse est 'aire du cercle multipliée par le cosinus de ’angle des plans, c’est-a-dire par le
rapport d’affinité orthogonale qui transforme le cercle en ellipse. Ce rapport vaut b/a, et donc Iaire vaut

29:7‘(’&[)
a

S =ma

On a des résultats analogues pour ’hyperbole.

THEOREME  Toute hyperbole peut étre considérée comme I'image d’une hyperbole équilatére par
affinité orthogonale.

L’hyperbole équilatére d’équation
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se transforme par affinité orthogonale d’axe Ox et de rapport b/a en I'hyperbole d’équation

THEOREME

1) Si une droite coupe une hyperbole en P et P’ et les asymptotes en @ et @', les segments PP’ et
QQ' ont méme milieu.

2) Si une droite est tangente en M a une hyperbole et coupe les asymptotes en Q1 et @}, alors M
est le milieu de Q1Q) et le triangle Q1Q}O a une aire constante.

3) Le lieu des milieux des cordes PP’ paralléles a une direction fixe est porté par une droite passant
par O. De plus le produit PQ - PQ’ est constant.

Ces propriétés se conservent par projection orthogonale (seul le fait que le produit PQ - PQ' reste
constant n’est pas immédiat et sera démontré ensuite). Il suffit de les démontrer pour une hyperbole
équilatére d’équation, en axes orthonormés,

K
y=—.
x
1) La droite d’équation
y=mz+h

coupe ’hyperbole en des points P et P’ dont les abscisses sont les solutions de
ma? +hr—K=0.

Si le points d’intersection existent, leur milieu a pour abscisse —h/2m. La droite PP’ coupe les axes
en des points @ et @’ de coordonnées (—h/m,0) et (0, h). L’abscisse du milieu est encore —h/2m. Les
milieux de PP’ et QQ’ sont donc confondus.

2) C’est un cas particulier de 1). Le résultat peut également se retrouver directement. Le coefficient
directeur de la tangente en M est —K/x?, celui de OM est

y K

z a2
Les triangles OM Q1 et OM Q) sont donc isocéles et par suite
M@, = MO =MQ).
De plus l'aire de ce triangle vaut
%OQl-OQll =2zy = 2K .
3) Si m est constant, le milieu I des cordes a pour coordonnées (—%, %), et donc I se trouve sur la

droite d’équation
y=-—mz.
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(On obtient seulement la portion de droite intérieure a I’hyperbole, formée de deux demi-droites dont
les bornes sont les points ou les tangentes a ’hyperbole ont pour direction m).

Enfin projetons P sur les axes en H et H', et appelons a I'angle fait par la droite variable et Ox. On a

PH = PQsina et PH' = PQ'cosa

d’ou oK
PQ - PQ' = —.
sin 2«
Q/
P/
Q' I
M
P
Hl
N
O Q1 H Q

Soit K un point de la droite QPQ’. On suppose que les points K, P, Q, Q' se projettent en Ki, P,
Q1 et QY. Si les deux droites se coupent en 2, il résulte du théoréme de Thalés que

Q1P Q1P QK

QP ~ QP QK

et donc )
QK
QK ’
Le produit P1Q - P1Q] reste donc lui aussi constant, lorsque PQ - PQ’ est constant.
Le résultat est évident si les droites QPQ’ et Q1 P1Q sont paralléles.

P1Q1’P1QI1:PQ’PQ/<
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Equations paramétriques d’une conique dont le centre est 1’origine du repére

On obtient un paramétrage de 'ellipse par

T =acosf
y =bsinf

Le point M de lellipse de paramétre 6 est 'image du point M’ du cercle principal de coordonnées
(acosf,asinf) par 'affinité orthogonale d’axe Ox et de rapport b/a. La droite M M' est donc ortho-

gonale & Ox. Y
Ml
M
0
(0] x
Pour I’hyperbole, on a le paramétrage
a
~ cost
y=>btant

Mais on peut aussi paramétrer les deux branches

z=ach@ et z =—ach@
y=>bshd y=">bsho

Equations paramétriques d’une conique passant par l’origine du repére

Si la conique a pour équation
Az? +2Bxy+Cy?> + Dx+ Ey=0,
on la coupe par la droite variable d’équation y = tx . On obtient
Az? 4+ 2Bt2z? + Ct?2> + Da+ Ety =0,
d’ot l'on tire, en simplifiant par x
D+ Et Dt + Et?

N R VI —
At2Bt+c2 YT TA+2Bt+ o
L’origine O est obtenue lorsque ¢ tend vers l'infini.

xr =
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Equation polaire d’une conique
1) Soit Pellipse passant par l'origine d’équation
(z—a) 'y
On obtient en développant
b2 + a®y? = 2abzx .
Si M a pour coordonnées polaires (p, ), on a
x=pcosf et y=psind

et, en remplagant,
b2 p? cos? 0 + a%p? sin? 0 = 2ab’pcos

d’out I'on tire I’équation polaire de ’ellipse

B 2ab? cos
p= b2 cos? 0 + a2 sin® 0
Y
M
0
19) a

2) Pour I’hyperbole passant par l'origine d’équation

(x—a)* y°

a? b2

on obtient de méme

B 2ab? cos
~ b2cos26 — a2sin? 0

P




3) Pour la parabole passant par l'origine d’équation

on obtiendra

y? = 2pz,

cos 0

sin? 0

L 45
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4) Conique dont le foyer est le pole
Soit, O un foyer de la conique, Oz 'axe focal et A la directrice associée & O d’équation

T=—p

avec ¢ positif. Un point M de la conique se projette en H sur Oy. Si e est I'excentricité de la conique,
on a
OM =el|x+ ¢|.

Les coordonnées polaires de M étant (p,0) si x > —p et (—p,m + 0) si & < —p, on trouve dans les
deux cas

p=ce(pcost + o),
d’ou I’équation polaire
_ cp
P=1 ccos
Mais, pour § = 7/2, on obtient le point H tel que p = p ou p est le paramétre de la conique. On a
donc finalement

P
1—ecosb
A Yy
H M
0
—p O T

Equations de la tangente et de la normale en un point d’une conique

Si une courbe de classe C! est définie par I'équation implicite

f(z,y) =0,
on obtient I’équation de la tangente a la courbe en un point (xg,yo) & partir de la différentielle
0 0
df = —f dx + —f dy

ox oy
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en remplagant dx et dy par x — xg et y — yo respectivement et en annulant la somme obtenue, soit

%(xo,yo) (v — o) + g—g(ﬂfoayo) (y —yo) =0.

En particulier pour une conique d’équation implicite
Az + 2Bay+ Cy* + Dz + Ey+ F =0,

on aura,
df = (2Ax + 2By + D)dz + (2Bx + 2Cy + E)dy,

d’ot I'équation de la tangente en (zg, yo),
(24z0 + 2Byo + D)(z — 20) + (2Bxo + 2Cyo + E)(y — yo) = 0.

1) Dans le cas de ellipse d’équation implicite

2 2
T
S+
a b

—1=0,

on obtient donc,

2x(r — 70) n 2y(y — vo)

a? b2 =0,
ou encore,
TT0  Yyo _ T5 U
a? 2 a? b2
c’est-a-dire ,
T U _
a? b2

Le vecteur (xg/a?,yo/b?) est un vecteur directeur de la normale. On déduit alors facilement 1'équation
de la normale en M
=20 Y—Yo

xo/a2 yO/b2 =0,

d’ou,

On en déduit

2 2 2
a“yox — b*xoy = c“ToYo

2) Dans le cas de 'hyperbole d’équation implicite

1'2 y2

2 2 1=

on obtiendra par un calcul analogue I’équation de la tangente,
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T _ Y _,

a? b2

et celle de la normale

a’yox + b2xoy = Aoy

3) Si une conique est donnée par son équation polaire

_ p
=1 —ecos(f —6p) ’

I’équation de la tangente & la courbe au point d’angle polaire « est

_ p
P= cos(f — a) — ecos(f — by)

pesin(a — )
(1 —ecos(a—0p))? "’

et si V est 'angle que fait la tangente au point « avec le rayon vecteur, on a

pla)=—

tanV — p(a) __(1—6(308(04—90))2 D _ 1 —ecos(a—by)
= pla) pesin(a — 6p) 1 —ecos(a —0y) esin(a — )

La tangente fait un angle o + V avec 'axe Oz et a donc une équation polaire de la forme

T sin(0— (a+ V)

On détermine a, en écrivant qu’au point «, la tangente passe par le point de coordonnées polaires
(a, p(a)), done
a - p
sinf@ — (@ +V))  1—ecos(a—6p)’

d’ou 'on déduit )
psinV
a =

“1—ecos(a—6)
L’équation polaire de la tangente est donc

psinV
(1 —ecos(a—0p))sin(@ — (a+V))

r=—

En développant, on trouve

psinV
(1 —ecos(a — 6p))(sin(f — ) cos V — cos(f — a)sinV)) ’

r=—

puis en divisant par cosV,

ptanV
(1 —ecos(a—0p))(sin(d — a) — cos(d — a)tan V))

rT=—
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Alors en remplagant tan V' par sa valeur

1 —ecos(a — b))

esin(a — )

(1 —ecos(a— b)) (sin(@ —a) +cos(f — a)

r =

1—ecos(a—90)> '

esin(a — )

On en déduit

— p
" esin(a — 0p) sin(f — a) + cos(0 — a)(1 — e cos(a — b))
_ p
~ —e[—sin(a — fp)sin(f — @) + cos(f — a) cos(a — )] + cos(d — )
— p
~ —ecos((0 — @) + (a — ) + cos(f — )

p
—ecos(d — bp) + cos(6 — a)

Méthode de la bande de papier

THEOREME  On se donne deux axes orthogonaux Oz et Oy et trois points ), P, M alignés dans
cet ordre, tels que P soit sur Oz, Q sur Oy avec

PM=b et QM=a.
Le lieu du point M lorsque la droite Q PM varie est une ellipse de centre O et de demi-axes a et b.

Si I est le point qui a méme abscisse que P et méme ordonnée que @, la normale en un point M
passe par 1.

Si l’on projette orthogonalement M en M” sur Ox et en M’ sur QI, et si 'on appelle o I'angle que

fait QM avec Oz, on a
QM =z ¢ s
cosa = =— et sina= =
QM a PM b’

MM// B y

et donc, M a pour coordonnées,
rog=acosa et yg=bsina.

Le point M décrit I'ellipse d’équation
33‘2 2
Yy
R

Le point I a pour coordonnées ((a — b) cos o, —(a — b) sin a). D’autre part, ’équation de la normale en
M est

=1.

2 2 2
a“yor — b woy = c“xoYo
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soit, en remplagant xg et yo par leur valeur, et en divisant par ab

2

(asina)x — (becos )y = ¢ sina cos a.

On constate facilement que les coordonnées de I vérifient ’équation de cette droite.

)
o
PN/ M
O X
“ o
Q I M’

Sections planes de cones et de cylindres : théorémes de Dandelin

THEOREME La section d’un cylindre de révolution par un plan P non paralléle aux génératrices
est une ellipse dont le petit axe est égal au diamétre du cylindre.

Remarque : lorsque P est paralléle aux génératrices on obtient une intersection formée de deux géné-
ratrices paralléles.

On considére les deux sphéres (O, r) et (O, r) inscrites dans le cylindre et tangentes au plan P en F
et I’ respectivement. Si I'on prend une génératrice quelconque, les deux sphéres sont tangentes en H
et H' respectivement. Soit M le point d’intersection de la génératrice et de P. On a

MF =MH,
puisque ce sont deux tangentes a (O, r) issues de M. De méme
MF =MH',

et donc,
MF+ MF =MH+ MH =HH' =00’ .

Si I'on note 2a cette longueur, le point M appartient a Uellipse de foyers F et F’ et d’axe principal 2a.
Les extrémités de cet axe sont les points A et A’, intersections de la droite F'F’ et du cylindre et donc

00 =CC' = AF + AF' = FF' + 2AF .



Notons A” le symétrique de A’ par rapport a I'axe du cylindre. On a
2c=FF' =CC' - 2AF = CC' —2AC = AA" .
Alors, comme le triangle AA’A” est rectangle,
42 = A'A"? = AA? — AA? = 4a® — 42 = 412,
ce qui prouve que le petit axe de ellipse est le diamétre du cylindre.

On a aussi '
c AA
e=—

0 AA

=cosP,

51



L 52

ou ® est 'angle que fait le plan sécant avec I'axe du cylindre.
Le centre w de 'ellipse est 'intersection de AA’ avec 'axe du cylindre.

La directrice A associée a F' est la polaire de F' par rapport au cercle principal. Son pied est conjugué
harmonique de F' par rapport a A et A’. Appelons yy' et 22’ les génératrices du cylindre passant par
A et A’. Elles engendrent le plan P’. Soit BC' le diamétre de la sphere (O, r) situé dans P’. Projetons
orthogonalement F' sur BC en J, et, soit I I'intersection de AA” et de BC. Comme IF est la tangente
issue de I au cercle (O,0B), la droite F'J est la polaire de I par rapport a ce cercle et donc (I.J, BC)
est une division harmonique. Il en résulte que (I'F, AA’) est une division harmonique, et donc que I est
le pied de la polaire de F' par rapport au cercle principal. Cette polaire est la droite perpendiculaire
au plan P’ en I. C’est aussi l'intersection de P avec le plan orthogonal & P’ le long de BC'. (Voir la
figure du bas de la page 58).

Inversement, tout point de I'ellipse appartient a I'intersection de P et du cylindre. En effet, si un point
N de Vellipse se projette en N’ sur le plan P’, le point N’ appartient & AA’. La demi-droite [N'N|
coupe le cylindre en un point et un seul qui appartient & 'intersection du plan et du cylindre : c’est

donc N.
Application : comment placer une ellipse donnée par a et b sur un cylindre de rayon r 7

Le probléme n’a pas de solution si b et r sont distincts. Dans le cas contraire, il est facile de construire
le triangle AA’A” rectangle en A”, dont on connait ’hypothénuse 2a et un coté 2c, ce qui permet de
retrouver Dellipse. Elle est évidemment définie a une rotation prés autour de I’axe du cylindre et & une
translation prés le long de cet axe.

THEOREME La section d’un céne de révolution par un plan P coupant les génératrices d’une seule
nappe du cone est une ellipse.

Nous appellerons S le sommet du cone et o ’angle formé par une génératrice avec I'axe de rotation du
cone.

On considére les deux spheres (O,r) et (O',r) inscrites dans le cone et tangentes au plan P en F et
F’ respectivement. Si I’on prend une génératrice quelconque, les deux sphéres sont tangentes en H et
H' respectivement. Soit M le point d’intersection de la génératrice et de P. On a, comme dans le cas
du cylindre,

MF=MH e MF =MH',

et donc,
MF + MF' =MH+ MH' = HH',

et cette valeur ne dépend pas de la génératrice. On note 2a sa valeur. Le point M appartient a 'ellipse
de foyers F et F’, et il est facile de voir que tout point de Dellipse est dans 'intersection.
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Soit A et A’ les intersections de I’axe focal avec le cone et A” le symétrique de A’ par rapport a l'axe
du céne. Comme pour le cylindre, on a

2a = AA" et 2c=FF = AA".
Par contre I'axe 2b ne se lit pas facilement sur le dessin. Il se calcule cependant
4b? = 4a® — 4c® = AA”? — AA? = SA? + SA? —2SA-SA cos2a — (SA — SA)?
d’ou
4b* = 25A - SA'(1 — cos2a) = 4sin*a SA - SA'.

L’excentricité e est égale & AA” /AA’. Nous verrons plus loin qu’elle s’exprime en fonction de 'angle «
et de I'angle ® que fait le plan P avec I'axe du cone.

Pour la directrice A associée a F', on procéde comme pour le cylindre. Soit I I'intersection de BC' et
AA’ et J l'intersection de SF et de BI. La polaire de S par rapport au cercle (O, OB) est la droite BC'
et contient I. Donc la polaire de I par rapport a ce cercle passe par S. Elle passe aussi par F' puisque
IF est tangente au cercle. C’est donc la droite SF et (I.J, BC') forme une division harmonique. Alors
il en est de méme de (IF, AA’) et I est le pied de la polaire de F' par rapport au cercle principal. C’est
donc le pied de la directrice.

Voici l'intersection du coéne d’équation 22 4 y? = (1 — 2)? et du plan d’équation z +y — 2z — 3 = 0 vue
par dessus :

Application : comment placer une ellipse donnée par a et ¢ sur un cdone de révolution
donné de demi-angle o 7

On construit le triangle AA’A” avec
AA =24, AA" =2¢, A7 = g —a.

Un tel triangle existe toujours. Le sommet S du cone est alors situé sur AA” et sur la médiatrice de
A’A”. Il y a toujours une solution définie & une rotation prés autour de I'axe du cone.
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THEOREME  La section d’'un coéne de révolution par un plan P coupant les deux nappes du cone
est une hyperbole.

Remarque : si le plan passe par S, hyperbole est dégénérée en deux droites se coupant en S.

La méthode est la méme que dans le cas précédent. On part de deux spheres (O, r), (O’,r') tangentes
au plan P et exinscrites dans le cone. On appelle F' et F’ les points du plan P ou les sphéres sont
tangentes. Si une génératrice du cone est tangente aux sphéres en H et H' et si M est le point de cette
génératrice situé dans P, le point M est a 'extérieur de HH' et cette fois

IMF — MF'|=|MH — MH'| = HH' =204 = AA'.

On obtient bien une hyperbole de foyers F et F’. Inversement tout point de I’hyperbole appartient a
la section.

On obtient encore

AA//

2c=FF =AA" | 4b* =4sin?aSA-SA et e=—rr-

Les directrices s’obtiennent comme pour l'ellipse. Le centre w de I’hyperbole est le milieu de AA’
et FF'. C'est le point d’intersection des asymptotes. On trouvera la direction de ces asymptotes en
coupant le cone par un plan paralléle & P et passant par S. On obtient deux génératrices du cone Su
et Sv, qui sont paralléles aux asymptotes. Leur angle est donc toujours inférieur & 2a.. Donc, si 6 est
I’angle que font les asymptotes avec ’axe focal, il y aura une valeur maximale de cet angle, et donc
une valeur maximale de l'excentricité :

1

cosa

e =

Application : comment placer une hyperbole donnée par a et ¢ sur un céne de révolution
donné de demi-angle o ?

D’aprés ce qui précéde, le probléme est impossible si

1
a cosa

On placera encore le triangle AA’A” tel que
AA' =924, AA" =2¢, A7 = g —a,

ce qui n’est effectivement possible que si

< —.
COS «x a
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THEOREME La section d’un cone de révolution par un plan P paralléle a un plan tangent au céne
et ne passant pas par le sommet est une parabole.

On trace tout d’abord la sphére (O, r) inscrite dans le cone et tangente au plan P en F.

Soit Sy et Sz les génératrices du cone situées dans le plan P’ orthogonal & P, et soit B et C' les points
ou la sphére (O, ) est tangente a ces génératrices. La droite F'y’ intersection de P et P’ est parallele
a Sy. Elle recoupe Sz en A et BC en I. Soit A la droite de P orthogonale & BC et a Fy en I. Elle est
donc orthogonale au plan P’.

Par ailleurs, si St est une génératrice quelconque du cone et M le point de P situé sur cette génératrice,
on appelle H le point de la sphére (O, ) ou elle est tangente a St. Soit 5 et 7 les homothétiques de B
et C' dans 'homothétie de centre S qui transforme H en M. Donc (7 est parallele & BC, et les plans
HBC et M B~ sont paralléles.

Enfin, soit u la projection orthogonale de M sur Gv. Alors My est parallele & A et p appartient a
I'intersection de 3v et de F'y’. Soit également v la projection orthogonale de M sur A. On a

MF=MH
comme tangentes issues de M a la méme sphére (O, ),
MH = B
comme portions de génératrices comprises entre deux plans paralléles,
B3 = ul
comme cOtés opposés d’un parallélogramme, et enfin
ul = Mv

comme cotés opposés d’un rectangle. On en déduit que
MF = Muv,

et donc que M se trouve sur la parabole de foyer F' et de directrice A.
Réciproquement, tout point de la parabole appartient & la section.

Le sommet de la parabole est en A et le paramétre vaut
p=I1F =2AF =2AC.

Application : comment placer sur un céne de révolution de demi-angle o une parabole
donnée ?

On trace tout d’abord le triangle rectangle OAC ou
D ~ m
AC== et A=—
2 2
Le prolongement de AC coupe la perpendiculaire en O & OA en S, sommet du céne, dont on a alors
I’axe et la génératrice.

— (.
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Autre point de vue :
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THEOREME GENERAL La section plane d’un céne de révolution ou d’un cylindre est une conique

d’excentricité
cos @

COS «x

ol « est le demi-angle du codne et vaut 0 pour le cylindre, et ® 'angle que fait le plan sécant avec
I’axe du cone ou du cylindre.

Le résultat est déja démontré dans le cas du cylindre et dans le cas ol la section est une parabole,
c’est-a-dire lorsque a = .

Pour étudier les autres cas, le dessin est semblable & celui fait dans le cas de la parabole, avec la
différence que IF n’est plus paralléle & Sy mais fait un angle ® avec 'axe Sz du cone. On a encore

MF=MH=Cv et Mv=ul,

donc
o MF  Cy

My oul
En utilisant le théoréme de Thallés,

¢y _ca

ul Al

D’autre part, dans le triangle C AI,

cA Al

sin] sinC
Enfin, I et ® sont complémentaires, ainsi que C et a, d’ou

B CcA B sin]  cos®

T Al gin(Q  cosa’

e

On remarque donc que, si le plan coupe 'axe de révolution orthogonalement, on a & = /2, et donc
Iexcentricité est nulle. On obtient un cercle.

Si « est inférieur & ®, on obtient une ellipse, si & = ®, on a une parabole, et si « est supérieur a ®
un hyperbole. L’hyperbole la plus ouverte possible étant obtenue lorsque le plan sécant est paralléle a
l’axe du cone. L’excentricité vaut alors 1/ cos a.

Conséquence : si 'on coupe par des plans paralléles, on obtient des coniques de méme excentricité,
et donc de méme nature, homothétiques les unes des autres dans une homothétie de centre S. Les
hyperboles conservent 1’angle que font les asymptotes avec ’axe focal.

Lieu des sommets d’un céne de révolution portant une conique donnée
Si la conique est une ellipse de foyers F' et F’ et de sommets situés sur 1'axe focal AA’ tracé dans

le plan @, soit @' le plan orthogonal a @ situé le long de FF’. Si S est le sommet du cone portant
Iellipse, on aura, avec les notations du paragraphe précédent, la relation (voir figure page 53)
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ISA' — SA| = AA" = 2¢ = FF'.

Donc S appartient a I'hyperbole de foyers A et A’ et de sommets F' et F’ tracée dans le plan Q’. De
plus, 'axe du cone est bissectrice de ASA’, donc tangent a I’hyperbole, qui est donc aussi I’enveloppe
des axes de symétrie des cones.

Si la conique est une hyperbole, on trouve de méme (voir figure page 56) que S appartient a une ellipse
de foyers A et A’ et de sommets F' et F” tracée dans le plan Q’, et cette ellipse est ’enveloppe des axes
de symétrie des cones.

Si la conique est une parabole définie par son sommet A et son foyer F, soit @’ le plan orthogonal a @
le long de AF'. Le sommet S d’un cone de révolution portant la parabole se trouve dans Q. Appelons
A’ le symétrique de A par rapport & O et A” le symétrique de A par rapport a F. La droite A’A” est
orthogonale & Sy et & AF. C’est une droite fixe et 'on a

SA" = SA.

Donc S se trouve sur la parabole de foyer A et de directrice A’A”, donc de sommet F. C’est encore
I’enveloppe des axes de symétrie des cones portant la parabole donnée.

S

On dit que les courbes ainsi associées sont les focales 'une de l'autre.
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Remarques

1) L’ensemble des sommets d’un coéne portant une conique donnée étant une conique, il en résulte que
tout céne dont la base est une conique n’est pas nécessairement de révolution.

2) On peut démontrer (voir DL) que l'intersection d’un céne ou d’un cylindre dont la base est une
conique avec un plan est toujours une conique, méme si le cone n’est pas de révolution.



