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DEMONSTRATION
SVR LE NOMBRE DES POINTS, OU

DEUX LIGNES DES ORDRES QHELFﬂEuﬁii

PEUVENT SE COUPER,

rar M. EULER.

Ir

A ans la Piece précedente j'ai rapporté fans demonftration
% certe propofition, gue dewx lignes conrber algebriques,
dont une ¢ff de Pordre m & Pauzre de Povdre 1 fe peu-

b cxint, vent couper en mn points, la verité de cette propo-
fition eft reconnué de tous les Geometres, quoiqu’on doive avouér,
quon n'en trouve nulle parc une démonftration ailés rigourcufe. 1|
y a des verites générdles, que notre esprit eft prét d’embraffer aufli-
tot qu’il en reconnoic la juftefle dans quelquescas particuliers : & c'cft
parmi cette efpece de verités, qu’on peut ranger 3 bon droit Ja pro-
pofition, dont je viens de faire mention, puisqu’on la trouve vraic
non feviement dansquelques, ou plufieurs cas, mais aufli dans une
infinité de cas differens, Cependant on conviendra ailfement, que
toutes ces preuves infinies ne lont pas capables de metrre cette pro.
pofition a Pabri de toutes les objections, qu'un adverfaire peut for-
mer, & qu'il faut ablolument une demonttratien rigourenfe, pour le

reduire au filence, -
II. Avanc
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M. Avant que d’entreprendre la démonfiration de cette propo-
fition, il en faut bien fixer le (ons, Premierement il eft a remarquer,
que le nombre des interfections de deux lignes, dont I'une eft de
Yordre m, 'autre de "ordre m, n'eft’ pas nécellairement — m n, mais
au'il peut fort fouvent €oe plus petie.  Ainfi il peut arriver, que
deux lignes droires ne {¢ coupent point du rout, lorsqu'elles fonc
paralleles : & qu'une ligne droire ne coupe une parabole que dans
un point : & que deux fedtions coniques ne fe coupent I'une 'autre
quen deuxpoints, oupoint du rout.  Ainfi le fens de notre propofi-
tion eft, que le nombre des interfections ne peut jamais éere plus
grand que 2 &, quoiqu’il foir fouvent plus petir; & alors on juge, ou
que quelques interl>Llions s'eloignent a linfini, on qu'elles devien-
nent imagzinaires.  De [oree qu'en contant les interf2étions A Pinfini,
& les imaginaires aufli bien que les réelles, on puille dire, que le
nombre des interfections elt roujours —m ».

INL. 1l peut y avoir pourtant des cas, ou le nombre des interfe-
&ions elt infni, i 'on veur regardar la coincidence de deux lignes
egales & femblables pour une infinité d'interfections.  Ce casarrivera
donc, fi les deux équarions, qui expriment les deux lignes, font les
mémes, ou fi elles onc des facteurs egaux. Mais comme la coinci-
dence parfaite ne peut pas proprement écre regardée comme une in-
finicé d'interfections, puisque c'eft pluret un atcouchement conti-
nuel, le contenu de la propoficion ne fouffre aucune exception re-
clle de ce coté li; & fila queltion roule fur le nambre dlinterfe@ions
de deux lignes courbes, on fuppole toujours quelles ne fone ni coin-
cidentes, ni qu'¢lles ont des parties, dont I'une’tombe parfaitement
{ur fautre, Ainfi on pourra enoncer la propofition en queftion de-
cerre maniere : que deux lignes courbes, 'une de "ordre m, & l'au-
tre de l'ordre #, dont les ¢quations ne font, niles mémes, ni qu'elles
ont aucun commun divifeur, ne fe peuventjamais couper en plus que
s 1 points, bienque le nombre des interfections puiffe fort fouvent
drre 'FI!'LH Pt‘-l‘ih . . i s

IV. On reconnoitra aifement la verité de cetee propofition gé-
nérale dans une infinité de cas diffzrens, & qui pourroient méme tenir

Gg 2 lieu
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lieu d'une demonftration, {i 'on ne fe piquoit pas'de navancer rien
dans la Geometrie, qui ne foit muni d’'une démonftration rigoureu-
fe. Cependant comme ces preuves particulieres ne contribuént pas
peu i connoitre mieux la propofition méme, & 3 en faire fentir I'im-
portance, je commencerai par Iexplication de ces preuves, avant que
d'entreprendre la démonftration générale. Er d'abord la verité de
cette propofition eft reconnué dans le cas, ou l'une des deux lignes,
qui fe coupent, eftdroite, ou du premier ordre, c.i.d. fim = 1, car
alors il eft aise de demontrer que le nembre des interfections d’une
ligne de 'ordre # par une ligne droite eft égal & #, ou plus petit, Car
Péquation générale des lignes de I'ordre # étant :

| me=—=13

ay = (B4 7%)y (3 tx 4 2x7)y + &c. e

fi de I'équation pour une ligne droite quelconque

ay—+bx—4c—o

I’.‘f‘—-l‘.‘

, on parviendra 2 une &

on fubftitué la valeur de y — —

quation, ou l'inconnué & ne monte, qu’ i # dimenfions. Donc puis-
que chaque interfection eft marquée par une racine de » de cette
equation, il eit ciair que le nombre des interfectionseft égal au nom-
bre des racines de cette équation, & qu'il ne peut pas par confe-
quent €cre plus grand que #.  De plus on verra que le nombre des
interfections eft — », fi routes les racines font reelles, & qu'il fera
plus petic, fi quelques unes de ces racines font imaginaires, Or fi
les plus hautes dimenfions de & fe detruifent mutuellement, & que
I'équation apres 'elimination dey {e réduife 3 un degré inferieur,
‘c’eft une marque, que quelques points d'interfeclions s'eloignent &
Pinfini.
V. Soit m—2, & que la ligne du fecond ordre foit compo-
{ée de deux lignes droites, ce qui arrive, lorsque I’équation eft re-
foluble en deux facteurs, comme
(eytdx—e) (dytex+f) =o
Or
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Or Pautre lignefoit une courbe quelconque de 'ordre 7, dont la na-

ture foit exprimee par cette equation
M= =1

n
ey +(B—yx)y +(J-4ea4-¢a?)y & =0
Dans ce cas il eft clair, puisque cecte ligne de Pordre # ne peut étre
coupee par une ligne droite qu’ en 7 points ; que deux lignes droites
qui font regardées comme une feule ligne du fecond ordre, la pour-
ront couper en 2 # points, lorsque chacune la coupe en # poinis: ce
qui eft conforme 4 P’enoncé de la propofition, puisque m » dans ce

cas-devient — 2 n.
VL Si Pune des deux lignes propofées eft du troifieme ordre,

mais qu'elle foit compofee de rrois lignes droites, 'autre demeurant
une courbe quelconque de ’ordre , il eft clair que le nombre d’interfe-
ctions fera — 3 », ou moindre, comme la propofition exige. Etil
enfera de méme d’une ligne de ’ordre quelconque m, fi elie confifte
de m lignes droites, ou fi fon équation eft réfoluble en autant d'e-
quations fimples de cette forme @ y + é & + ¢ =0 ; car puisque
chacune de ces lignes droites peur couper Pautre ligne propofee
de l'ordre #» en # points, le nombre de toutes les interfe-
étions pourra jmonter i m », felon Penoncé de la propofition. Et
partant nous avons deji une infinité de cas, o la verité de cette pro-

ofition fe trouve folidement établie. Mais dans tous ces cas I'une
des deux lignes propofées, n’eft pasveritablement une ligne courbe,
mais plutot un amas de plufieurs lignes droites, felon I'ordre auquel
elle appartient.

VII. Mais il y a auffi une infinité de lignes courbes ol la verité
éclate avec autant de clarté.  Car foit 'une des deux lignes une para-
bole exprimée par I'equation: y —axx 4+ 6 » ! ¢, & partant m—2:
Pautre courbe foit exprimee par I’équation générale de I'ordre » :

n—=1 N—1

¢y +(B4+yx)y 4+ (d4ex—4Cxx)y — & =a
& il eft evident que fi I'on mer ici par tout pour y fa valeur 2 x > 4
b x + ¢, cette équation montera au degré = #, & la racine » pourra

= = - " a 5 #
avoirautantde racines, dont toutes les interfections feront indiquées:
Gg ; donc
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donc il fera poflible que fa ligne de l'ordre » foit coupce par 12 pars-
bole cn 2 points : & quoigue le nombre des interlections puiile

fouvent écre plus petic, on voit pourtant, qu'il ne peut jamais éEire
plus grand que 2 »,

VIIL. La méme chofe paroit aufli, fi 'une des deux lignes eft
une courbe parabolique d'une ordre queitonque :
e m—1 m—1
y —=ax +bx —+rcx - &c
Carf{i'onmetcetre valeur poury dansl'équarion pourl'autre courbe de
'ordre mon verrafans diffculee,que la lettre # obriendradans I"équation
refulrante sy dimenfions, quimirquent astant de racines & partancau-
tantd’interfe€tions tout eomine la propofition prononce. De lioncon-
cluraaulli, comine Paxedes devx courbes eft arbicraire, quand méine
I'une des deux courbes ne feroit pas exprimee par une telle equacion::
m -1 _—
y—ax ~+bx —ecax + &c
pouIVU quen changeant d'axe, &inéme d’inclinsifon entre les coor-
données, "equarion puilie étre réduize i cétte forme, le nombre des
interfcétions fera <galement = m », 1'équation qui defigie les inter-
{etions montant toujours 4 ce degré, ou un inferieur, & jamais 2
un plus haut,

IX. Ces cas particuliers joints enfemble nous conduifent 3 un
cas beaucoup plusgencral, otila verizé de la propofition fe trouve con-
firmee. Car toures les fo1s que Pequation de la premiere ligne, que
je fupofe de Pordre m {e peut refoudre en des faéleurs, qui expri-
ment, ou lignes dioites, ou courbes paraboliques, cette cquation

erant :
(y—P) (y— Q) (y—R) (y—S) &c. o

ou P, Q, R, S &c. foientdes fonctions rationelles Ge +, & le pre-

micr facteur y — P — ¢ marque une ligne de I'ordre p, lc lecond y —

Q) —oune de l'ordrc g, le troifieme une de l’urdrcr,_n‘.‘kt deferte que

rT ¢+ r + 54 & = m,ceue ligne fera compeies de toutes ces

Jignes droites ou courbes enfembie: & P'autre courbe, que je fuppofe
etre

m
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&cre de I'ordre #, pourra étre coupée de la partie de la premiere, qui
eft exprimée par le fatteur y —P==0, en p » points, de la partie
comprife en y — Q = 0 en ¢ # points, de la partie comprife en y —
R == o en# u points. &¢.  Et partant la ligne de Pordre # pourra dore
coupée par toutes les parties de a ligne premiere de Perdre mlen pn
+ gn+ rn+ ru+ &c, points, ceft i dire en m # points, a caufe
dep+ g+r+ s+ &e. =m.

X. Quoique ces cas aillent 3 Pinfini, on conviendra nean-
moins , quil s'en favt encore beaucoup, que la verite de la propo-
fition {oit démontrée dans woute fon étendué. Lit pour paivenira
une telle démonftration il faur prouver, que deux equations d’ or-
dres quelconques etant propoices, comme:

m=|

ay —+ (b=4-cx)y  (dex—fxx)y
= a3 n—31
ay -+ (B—+yx)y —+ (4 ex— Oxr)y —~&ec.—»

{i 'on elimine I'une ou I"autre desdeux variables » & y, "autre nemon-
te aprés Pelimination qu'd m# dimenfions. 1l eft Lien vrai quwil fe-
roit imposfible d'achever en général cetre &limination, pour faire voir
aétuellement, a@ combien de dimenfions Pavtre variable pourroie
monter: & méme dans la plupart des cas i Pon fe ferc des methodes
ordinaires deliminer, on parviendra & une équation de plus de di-
menfions, quemu; de forte qu'emploiant cette maniere, on devroit
lutot croire que la propoficion fur faufle. Car quoique I'équation,
3 laquelle on arrive par ce chemin, ait des divifeurs, on a lieu de dou-
ter, i Pon peut negliger ces divileurs, & s'ils ne renferment des ra-
cines, qui marquent des interfedtions.
x1. Pour faire fenzir plus évidemment cette difficulté, je m'en
vai éliminer fuivant la maniere ordinaire Ja quantiié y de ces deux

équations :
. Py?+Qy*~+Ry-S=o
L pyd gy +ry—+ s —o

oubl,Q RS HHNHI {oient des fondtions quelconques de I'au-
tre

- &e.—o
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tre quantité variable +. Multiplions la premiere par s, & la feconde
par S, & la difference étant divifce par y donnera::

L (Ps—pS) " 4+ (Qsr—4S)y+Rs—rS —=o.
Enfuite multiplionsjla premiere par p, & la feconde par P, & la diffe-
rence donnera:

IV. (Qp—¢P)y* 4+ (Rp—rP)y4-Sp—-sP—o.

De la méme maniere de ces deux équations du fecond degré nous ti-
rerons deux du premier degré dey:
V. ((Ps—pS) (Sp—sF) —(Qp—4P) (Rs—rS) )3+ (Qu—45) (Sp~sP) — (Rp—rP) (Rs~r5) =0,
VL.((Qs—45) (Qp—9F) —(Rp—rF) (Ps—pS) )3+ (Rs—rS) (Qp—qP)— (Sp—sP)(P+ - 5) =e.
Et de |2 on trera cetre équation, ou la quantité y ne fe trouve plus:
VIL (P:—p‘?} E%—I?}{RT% Q p;?-?;i{ *{[;:—pﬁ}iﬂ (Sp—iP)2
—(Qp—gP)? (Re—r5)2 + (Qp—gP) (sR—rS)(Sp—sP)(Pr—pS) —
(Qr—45)2 (Qp—gP)($p—sP)—(Qr—¢SQp—4PYRp—rP)(Rs—r8)
—(Rp—rP)(Ps—pS) (Qe—¢5) (Sp—iP) +(Rp—rP)? (Ps—pS) (Re—rS)
qui fe change en celle-cy ._{ ;

o= (Ps—pS)4 —+1(Qp—gP) (Re—rS5) (Ps—pS) 2 —(Qp—qF) (Qi—45)2 (Ps~pS) 4~ (Qp-9P)2 (Ri—r§)2

e ) (Qut) (P=pS)3 AR —r5) (Rp—rF) 3 (Pomp) Q1) (a8 (RporP) (RS

Mais les derniers rermes qui ne contiennent pas le faéteur (Ps—p8S)
fe reduifent 4:

(Qp— ;{FJ (Rer—r8) ((Qp—4P) (Rr—r8)—(Qr—48) (Rp—rP))
ce qui eft:

(Qp—gP) (Rs—7S) (Ps—pS) (Qr—gR)

& partant toute I’equation fera divifible par Ps—pS érant:

™ (Rs-rS - P) (Qs-45)2
L‘F»ﬁJ*-!_:gjﬂ}EHs’; +-45)2 +{E:5;EHQF_:::;,}W#-F5]+[QP-TP}EQ*-!RJ{RHSHP*-PS'}
= XIL Il eft affes clair, que dans ce cas le facteur Psr—p S éranc
polé — o, ne peut pas marquer une interfection, & que par confé-
quent les interfections des deux courbes propolées feront contenués
dans cette équation:
(Ps=pS)3 =+ 3(Qp—qP) (Ri—75) (Ps—p5)— (Qp—qPF) (Q—95)2
+ (Rp—rP) (Qi~4S) (P1—pS) ~+ (Rs=r5) (Rp—rP)3 =
+ (Qp—9P) (r—R} (R+—r§)
Donc dans le cas de deux lignes courbes du troifieme ordre, les coéf-

ficiens
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ficients P & p [eront conftans ; Q & ¢ des fonctions de » d'une di-
menfion comme &+ Bx; R &r des fondions de & de deux dimen-
fions comme &+ Bx 4+ ya?; & S& s des fontions de x de trois
dimenfions comme & 4 B+ 4 ya? + d23. Par conféquent les fa-
c¢teurs, qui fe trouvent dans cette équation feront des fonctions de -

Psr— pS de 3 dim. , Q r — ¢85 de 4 dim,

Qp — gPd'une dum, Q_r — ¢R de 3 dim.

Rf—rSdesdim. | Rp=rP de 2 dim.
d’ou il eft evident, que I'equation, qui indique les interfections fera
de 9 dimenfions, & que par confecquent, en général deux lignes du
3™ ordre {e peuvent couper cn 9 points.

XII. Ces mémes equations choifies :

Py? + Qy*—+ Ry =S =

PVt eyt ry—-t-sT0
peuvent ausfi montrer le nombre des interfedtions dans une infinité
d'autres cas. Car quela premiere équation exprime une ligne de
Pordre m, & lafeconde équation une ligne de I'ordre », ce qui arri-
vera, quand les coéfficients feront des fonélions rationnelles entieres

de ¥ : favoir

P de m — 3 dimenf. | p de » — 3 dim.
Q_de m — 2 dim, g de n — 2 dim,
R de m — 1 dim. r de # — 1 dim.
S dem dim. s den dim.

Alors les facteurs, qui conftituént 'equation, qui ne contient plus la
variable y, feront des fonélions de x: _
Ps—pSdem+u —adim;’ Rp—rP dem 4 v — 4dim.
Qp—gP dem+tn—s5 Qr—gR dem+ » —;
Rs—rSdem+n—1 | Qr—gS dem+n —=z
Et partant le nombre des interfections de ces deux courbes fera =
3m + 3 n— 93 quieft toujours plus petit que mn {i m & n (ont plus
grand que 3. Car foit: m—3+4 o & #—=3+f3, le nombre des inter.
fectionsfera—o9 + 3 (a+ £) auliecu quemn =9 + 3 (=4 2) -E
Memoires de P dcadewsic Tom, 1V, Hh o
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« B. Mais on voit bien que cette diminution du nombre des inter-
fections vient de ce que les équations choifies n’expriment pas gé-
néralement les courbes des ordres m & », mais feulement des efpe-
ces de ces ordres; d'oul il n’eft pas furprenant, que le nombre des
interfeétions a écé trouvé plus petit, que la propofition demande.
XIV. Comme lelimination de linconnué y des deux equa-
tions cubiques, dont j'ai fait le calcul, a conduit 2 une équation trop
haute, qui n"a eétéconduite au jufte degré que par la diri%un d'un fa-
¢teur, dont on pouvoit bien voir qu'il ne renfermoit aucune interfe-
¢tion: ainfi dansles équations, ol y a plusde dimenfion, onparvien-
dra par Delimination de y i une équation encore plus élevee, qui
en verite admertra un divifeur, mais cette methode, qui feroit d'ail-
leurs impracticable dans de plus hautes équations, ne nous mettra
pas en feurete, {i I'on trouvera toujours un tel divifeur, qui ne regar-
de poinc les interfections, & encore moins, fi aprés la divifion I’équa-
tion fera juftement d'aurant de dimenfions, que la propofition géneé-
rale marque; c.d d. fi le nombre des dimenfions ne fera jamais plus
grand que mmn, fi les deux équation propofées ont été des ordres m
& n. Certe circonftance prouve donc encore davantage la nécesfité
de démontrer la propofition génerale dans toute fon eérendvé, puis-
que [ans cela on auroirt bien de la raifon de douter de fa verité,
XV. Cleft done principalemenc de 'ouvrage de ’elimination,
gm: depend la demonflration de notre propofition générale, ou il
ut prendre garde, que par Pelimination on ne parvienne i une
équation, qui renferme des racines inutiles. Car deux équations
étant propofees, dont chacunecontient une méme variable y, qui doit
écre eliminée, on voit aifément Jque 'elimination fe peur faired’une in-
finité de manieres differentes, felon qu'on multiplie 'une & Pautre
équation par une quanticé arbitraire. 1l s'agit donc de bien fixer I'i-
dee de l'elimination, & de diriger cette opeération, en forte que l'e-
quation, 3 laquelie on arrive,, ne contienne d’autres racines, que
telles, qui marquent des interfections, & qu'on puiffe éure aflure,
qu’elle ne renferme des facteurs fuperflus, dont on pourroit douter
#'ils indiquent des interfections, ou non ?
XV Soient
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X VI, Soient donc propolees deux équativas yuélcongues:

™ m=I m—1 m—3 -w—4
y —Py —+Qy ~+Ry —Sy & =
" LI | n—3 n—13 n—4

y—2pry —+qy —+ry —asy —+&c "o

lesquelles il faille combiner, en forte qu’il en réfulte une équation
qui ne contienne plus la lettrey. Or d'abord on voit que la valeur
de y, qui refulte d’'une de ces équations doit étre égale i la valeur de
y, quirefulte de l'autre.  Donc fi I'une & lautre équation donne
plutieurs valeurs de ¥, les deux équations propofees pourront fubfifter
enfemble, fi une valeur quelconque de y de I'une fera égale & une
valeur quelconque de y dle autre.  Suppofons que toutes les racines
de la premiere equation {oient: |

A B C DE, F, G &ec.
& les racines de l"autre équation :

a,b,¢c, d, ¢, f, g &ec.
Cela pofg, il eit clair que chacune des deux équations propofées aura
Jieu dans tous les css, qu'une des racines de la premiere équation fera
egale 2 une des racines de laucre,

XVIL Lenombre desracines A, B, C, D &c. de la premiere
€quation fera — m, & le nombre des racines de 'autre équation
fera — #; donc les équations propofées pourront écre réprefentées
fous ces formes :

(y—A) (y—B) (y —C) (y—D) (y—E) &e.=o.

(Y—a&) (y—8) (y—e) (y—d) (y—e) &e.za
A'préfent il eft clir que fi A =4, la valeury — A = « fatisferaa
I'une & i l'auere équation ; la méme chofe arrivera i A— 6; ou A
—c;ouA=di ou A Te; &c de plus la valeur y = B fatisfera
alune & i Pautre, i B—a4, ouB—=4; ouB =¢; ouB=4d; on
B —e¢; &c. & la valeur y —= C fatisfera i toutes les deux équartions fi
C—a,ouC=biouC—¢;0uC—d; ouC—e: &c. & ainfi
des autres.  Et il eft evident, que toutes ces combinaifons enfemble
reprefentent tous les cas posfibles, ol les deux équations propolées

pourront fublifter a la fois,
Hh 2 XVIIIL, Done
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XVTI. Donc puisque I'équation, qu’on chcn:he par I'efimina-
tion, doit contenir tous les cas posfibles, ol la méme valeur mife
pour y fatisfaic 3 Pune & a Pautre r:quauan i ha fois, il eft clair qu'elle
doit contenir tous les cas marqués, & parmant elle fera compolfee de
tous ces fatteurs

(A—2) (A—1) (A—r¢) (A—4d) (A—¢) &ec.
(B—a) (B—10) (B—~¢) (B—d) (B—¢) &c.
(C—a) (C—1) (C—¢) (C—4d) (C—e) &o.f — &
(D—a) (D—14) (D—=¢) (D —4) (D—-¢) &c.
(E—a) (E—1) [E—r} [E—d} (E—e¢) &c.

Donc, puisque la quanurr: y ne [i:truuv: plus dans cette équation,
elle fera I8 méme qu'on cherche par Lelimination, & qui montre
tous les cas, ou les deux équations propeftes peuvent avoir la mémme
racine, Mais comme lcs racines A, B, C, D &ec. &, 4, ¢, & &c. font
fouvent imposfibles d'érre asfignées, il s’agit d’exprimer certe équation
par les coéthcients P, Q, R, S &c. 9, ¢, r, 5 &c. dont le rapport
aux racines eft connu.

XIX. Parceque, comme nous avons vu, le produit de ous ces
fickous: (=) (=¥} (p==e) (g~ d):(yf —~e) e el égal &

- P n—23 n—3

Pexpresfion y — py + 9y =—ry +rsy —&c.finousfub-
fatuons {uccesfivement pour y les valeurs A, B, C, D &c. I'equation,
gui doit refulter par 'elimination, fern cﬂmpnféi: de ces faf’tturs;

= A T =3 B ‘

(A --Pﬁ- -—F—fﬂ -*H’i -+-IA - &c)

n—4
(B —PE —I'—yH’ —er +rB - &c.)

™ =3 n— n—g [

(C -pC —I—;C -rC —[—-:E &) — o
B L -, — -3 m— 4

(0 -pD —+ ;D —rD -+-.rD - &e¢.)

€ —E —4E ~rB —sE &)}
- &e. od
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o e nombre de ces falteurs eft — m, felon le nombre des racines
de la premicre équation. D’own efiil evident aush que changeant les
équacions, l'equation, qui refulte par 'elimination, peut Ctre repré-
fencée aulii fous ceste forme:

- m—I - - -3 m—g
¢ —Pa —+Qa —Ra +8Sa —&c)

L m—1 m—2 m—-3 m—4 i
¢ —Pb —+Qb —Rb —+Sb —&c)

m -2 -

(¢ —Prm_l—|— Q_;m —Re j—l,- S:m_4—&s.) L —a
@ —Pi 04 —Rd 83 &)

m =T W= -—3 e 4

(¢ —Pe Q¢ —Re —+S¢ —&c)]J
&e.

ou Ic nombre des facteurs eflt —

XX. Quoique les expresfions des racines A, B, C, D &e. &
¢, b, ¢, d &c. foient pour la pluspart fort irrationelles, & fouvent
telles, qu’on ne les peuc pas asfigner ; on fait pourtant que la fomme
de toutes lesracines A, B, C, D &c. et — P

la fomme des produits de deux a deux Q_
38
S

—

la fomme des produits de trois @ trois =
la fomme des produits de q;atre aquatre —
E:i

Et par ces valeurs P, Q, R, S &c. oneften érar dexprimer toutes
les expresfions; dans lesquelles entrent toutes les racines également,
par des formules rationnelles compofees de P, @, R, S &. Oron
voit aifement, que {i Pen multiplie les facteurs mentionneés actuelle-
ment, on parviendra toujours a de femblables expresfions, qur renfer-
ment touces les racines également, & au lieu desquelles on pourra
metire des fondlions rationnelles des coéfficients P, Q, R, § &e, &
Py ¢, 1y £ &c. Cela eft ausfi clair par la double forme de cetre equa-
tion du § preced. Car s'il reftoit dans la premiere forme quelque
irrationalité, ce feroit une irrationalicé de la premiere équation, mais
Hh 3 par
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par l1a feconde forme nous voyons, qu'il n'y peut y avoir une irratio-
nalicé de la premiére équation, Drou il s'enfuit, que 'une & l'autre
forme doit conduire 4 la méme expresfion rationnelle, qui ne ren-
ferme que les coéfficiens P, Q, R, S &c. & p, ¢, r, 5 &c.

X XI. Si nous reflechiflons maintenant, que dans les équations
propolces

m m— m-3 m-1 m—4

y —Py 4+Qy —Ry 4SSy —&c —o
L B=] n=3 rn=3 n—uq

y —py —+gy —ry —+sy —& —o

entant qu'elles expriment des lignes des ordres m & # les coéfficients
P & p marquentdes fonctions du premier degre de » comme a4 x;
les caéfficients Q & ¢ desfonctions dufecond degré & + B 4 y v
fes coéthicients R & # des fondlions du troifieme degré « + 3.4 + y x2
4+4x3 &e. Donc la fomme des racines A, B, C, D &e. ouaq, 4, ¢
4, ¢ &e. fera exprimée par une fonétion de » d’un degré. La fom-
me des produits de deux a deux de ces racines par une fonétion du
fecond degré : lafomme des produirs de trois & trois racines par une
fonétion da wrothieme degre, & ainfi de fuite.  Ceft pourquoi dans
la compolition de toutes ces racines dans la premiere forme (§. XV1IL)
on potirra regarder chaque racine comme une fonction d’une dimen-
fion de «: & partant cette forme étant compofee de mnr falteurs fim-
ples, elle montera 4 m# dimenfions de x & défignera par conféquent
mu interfeclions des deux courbes propolees.

XXIL $'l y a dans cette demonftration encore quelque obfcu-
rité, cela vient de fa grande univerfaiicé : & tous les doutes qwon
en pourroit avoir évzmnu‘."rm:t_ entierement, désqu'on fera IPap-
plication & quelques cas particuliers, d'otl I'on reconnoitra dabord,
Qe tout ce qUue je viens d’avancer fur les dimenfionsde chaque partie,
doit avoir lieu non feulement dans ces cas, mais aufli en général. Je
commencerai par deux ¢équations du fecond ordre, qui {oient

[.es racines
J:}P-FPF'-}"Q:ﬁ:ﬂ, B
yy -1y g9 =e¢|la, ¥

done
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donc, puisque m = 2 & » =3, D'équation, ou Il'elimination doit
conduire, fera:

(A —pA—4¢) (B*—pB4-4¢) =0
qui éfant développée, donnera:
A*B*—pAB(A+B)+4¢C(A2—+B*)+ppAB—pg(A+-B)4—g9—0
Orayat AB=Q&A +B=P,ilfeaAA +BB=PP—2Q;
par confequent Pequation cherchce fera:

Q' —pPQA-gPP-2Q7+4ppQ-pgQ—4-gg=0
dont chaque terme fera de quatre dimenfions de » pourvuque P & p
renferment une dimenfion de &, & Q & ¢ deux. -

XXIII Soient les deux équations propofees du troificmeordre:
Les racines ¢rant

33 =Py* +~Qy~R=o A;B,C & m=3
y3i—py:+ gy—r—o &y 0y ¢ 8 g =3

Donc I'équation cherches par I'élimination de y fera:

(Al—p A2 - g A—r)(B*—pB* -3 B—r) (C3pC24-9C—r) —o
qui par le developpement deviendra :
A3B3C3~pA2DB2C2(AD4+-ACHEC)4-gABC(A2B2+A2C24+B2C2)—r(AIBI4+-A3C34-BIC3)
4-p2AzB2C2(A4-0B-+4+C)=—pgABC(A2B4-AD2--A2C4-ACe}B2CBL2) — p3AZB2ICE
~+92 ABC(A24-C24-C2)4-pr (ASB24+-A?BI4LATC24A2C34-BIC24-B2C3) 447 ABC
4-r2 (A4 B3 4-C3)—gr (AJBHADIASCLACT -BICH-BL3 ) — #d

+p2 g ABC(AB—+-AC+BC) --pgr (AZB - AB2+4 A2C+ A G2 4B2C—+BC2)
—pir(A2B2 4 A2C24B2C2) —q2r (Al AC—-BC)

—pq2 ABC(A+B—+C) 4472 (A+B—+4C)

~pri(A24-B2+4-C2) =

ou il fauc remarquer que :

A+B+C=P d'une dimenfion de #
AB4+ACH+BC = Q_ de deux dimenfions
ABC=R de trois dimenfions.

XXIV. Pour les autres expreflions on les trouvera formées des
coéfficiemts P, Q, R en forte :
A2 1 B? 4+ C*=P?— 2Q_ de 2 dimenf.
A’B4+AB* +A*C+AC*+B*CH+BC*=PQ— 3Rde3dimenf.
AT+B
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At +B? + C'=P3—3PQ_+ 3R dej dim,
A3B+ AB? + A3C+ AC34+B*C+BC3 —=P?Q —PR—2Q? de 4 dim.
A3B? + A*C* 4+ B2C2=Q2—2PR de 4 dim.
A3B?fA*B3+AC24A*C24B3C24B*C3=PQ*—2P3R—QR desdim,
A3Bi+A3CI+BICA Q2 —3PQR+3RR de 6 dim.
d*ol ’on voict clairement, puisque p, ¢, & font des fonétions d’une,
2 & 3 dimenfions de x, que tous les termes renferment le méme nom-
bre de dimenfions de &, & que ce nombre elt = 9, comme "enoncé
de la propofition exige. Or cette fubftitution donnera Pequation fui-
vante par I’elimination de la variable y :
+RI—=p QR4 gQ?R—24PR2—r Q3 43rP QR —3rR?
— 3+ griP—g*rQ+2pr* Q+ 43R —3pgrR 4372R
“+p*PR2—pgPQR 4 3p9RR +prPQ? — =prP‘R—Pr%+ 7°P?R
—pr? P24 pgrPQ—;3r* PQ—p4? PR+ 2p27PR + grPR—p%r Q2
+rrP? —294QR — 4rP2Q
—p* R?+207QQ 4+ QR — 0.
XXV, Cet exemple (ervira a nous convaincre en général, files
deux équations propofces font;

i M=] m—} m—3 m—g
y —Py —+Qy —Ry 48y ..*+V=,
" =1 n—32 "= n—4

3
—p =gy —=rp ==ty T O=20
ou P & p font des fonctions d’une dimenfion de x; Q & ¢ de deux;
R & r de trois &c. & les derniers termes V de #r dimenfions & v de

» dimenfions: que’le premier terme, que l'equation du § XIX, re-
N " "

n

fultante par Pelimination fournit, fera A B C D & =V -
& partant de # # dimenfions de ¥, & puisqu'on voit ausfi clairement,
que tous les autres termes pouvant €tre exprimes par les leteres P, Q,
R &e & p, ¢, v &c. doivenc contenir le méme nombre de dimen-
fions de x, il eft inconreftablement démontré, que 'equation, a la-
quelle on parvient par P'elimination de lalettre y, fera de m# di-
menfions de #: tout comme la propofition générale avance,

SUITE



